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AVIS. 


Je me suis proposé, dans cet Ouvrage, de réunir en 
un seul volume un grand nombre de problèmes et de 
théorèmes, dont les uns ne se trouvent dans aucun 
recueil, et dont les autres sont disséminés dans diffé- 
rens traités français et étrangers. J’ai cherché à pré- 
parer les élèves aux concours généraux, en leur pré- 
sentant les solutions des problèmes sous des formes 
variées propres à faire apercevoir combien le choix des 
inconnues influe sur l’élégance et la simplicité de ces 
solutions. Plusieurs problèmes sont extraits de mes 
Ouvrages. J’ai donné (pages i 35 ...i 44 ) l es solutions de 
differentes questions relatives à l’écoulement des 
fluides, que j’avais indiquées en 1804 dans mes Frag- 
mens sur l’Algèbre et la Trigonométrie. 

Mes occupations ne m’ayant pas permis de me livrer 
seul aux nombreuses recherches nécessaires à ce tra- 
vail, j’ai prié M. Duhamet. de vouloir bien s’adjoindre 
à moi, et nous avons fait en commun le choix et la 
rédaction des problèmes contenus dans ce Recueil. 

Les considérations générales qui commencent l’Ou- 
vrage et se terminent au n° 1 10, sont de M. Duhamel. 

Les théories comprises depuis le n° 180 jusqu’au 
n° 190 et celles des n°* 321 , 222 , sont tirées du Cours 
à! 1 Analyse de M. Cauchy. 

Nous avons aussi extrait diverses questions de la 
Théorie des Nombres de M. Legendre , de la Résolu- 
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tion des Equations numériques de M. Lagrange, et 
du Calcul des Probabilités de M. Laplace. 

La solution des problèmes proposés aux Concours 
généraux des Colleges royaux de Paris (pag. 38 r . . . 3 q 4) 
nous a été donnée par M. Pommiés, officier de l’Uni- 
versité, professeur au Collège Charlemagne. 

M. Gérono, Professeur de Mathématiques , m’a com- 
muniqué les théorèmes énoncés dans les pages 3 q 8 et 
3 99i u a bien voulu se charger de faire X errata. Les 
fautes indiquées, étant fort importantes, il est indis- 
pensable de les corriger avant de lire cet ouvrage. 
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ERRATA 

\ 

Pour les Problèmes et Développemens sur diverses 
parties des Mathématiques. 


Page 16, ligne 7 en remontant , PQ'P. ,,V ; Usa PQ'R. .V 


>7» 

V’ 

3i, 
3C , 
37 . 
3 7. 

4 >’ 

75 , 

9 e . 

118, 


ÏM; 

i56, 


9, d\r, lisez iV h 

m m w 

10, l/P m , lisez ^5* * • 

1 on remontant, moindre, 7ûes plus grand 
_ A* * A» 

6, 7- , lisez -+• -jT 

4 4 

6, Dy, lisez D my 

m* — n * am* 

’ «m* * * m a — /1* 

i4» Aupplcans, lisez adjaccns 
8, inverse, lisez directe 
ai, U lisez UV (fig. 4) 

.. .r”*- f*...4-V 

t r; — , /uez ! 

jt"+...4-V x"-+...+v 


en remontant • 


i8, m = , lisez (i). . . m = 

17, m+ />■+• . . . 4 -A, fisez ni -t-n +. .-f-s 
1 en remontant, ^(mr)=ni^(i). Quelques personnes 
n’ayant pas vu comment cette équation avait lien quelque ffit m, lions 
ferons observer que puisqu’en mnltipliant x par nn nombre entier, 
on mnltiplie la fonction , réciproquement on la divisera en divisant x par 

un nombre entier; et par suite, si x est mnltiplie par nnc fraction - , la 

fonction le sera anssi; et de même pour m incommensurable, d'apiès le 
théorème des limites. , 

Faisant y =0 dans (i), il vient $ (o)=o ; et faisant ensuite r ~ — v, il vient 
z( — x )— — j(x).Donc<f( — mx)= — q>(m.r) = — m<f(x). Donc l’équation 
l(«u)=mi!i) a lien quelque valeur réelle qu’ait m. 

On raisonnera de la même manière pour les problèmes suivans. 
i 63 , a en remontant, n, Usez nt 

181, 7 en remontant, lisez j(cos 9 ±: V- 1 sin 8) 

aa6 , 1 1 , An , Usez n 


a3a, 


10, 


a3a , i3, H x , lise zH x 

a4o. 3 , AL' , Usez BI/ 

ahi, 8, en remontant OB x OA . Usez OD x OC 

a6t , 10 en remontant , OD x OC , Usez OB x OA 
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Page 291, ligne 

a , au lieu de R , S , lise : R , S' 
3 , au lieu de RS , lisez RS' 

* 393 , 

6 , au lieu de A , lisez A' 

3io, 

7, AD, lisez CD 

3.4, 

10, — a ah'x, lisez -f- aaA’x 
2, a»>A* , lisez a»2> ai» 

3 at , 

3 aj, 

a , P,/, Hzez //, p“ ; vG Aùea a V 

33i , 

4, •+•«*, /ise* — — • Ligne aa, — 1 


33 1 , 

33a, 

346, 

I 


11 , a, lisez - ; — 4R* r ’i H‘ ez ■ 
«6, — C* , lise * ^r 


-R*r» 


lS, a , .lisez a * 

8 , en remontant , Czjr, lisez — Cxy 
7 en remontant, Cx , lisez — Ce 
o en remontant , A, /ùea & 
i 3 , /trer 

n'y» m'x' + -^n' + ^ - ■ ni' Jary — n'ay — m'bz~- 

36 a, 16, ((ig. 1 54 ) , Usez (fig. 1 53 j 

367, ia, A, lisez A (Cg. i 54 ) 

367, 14, M", lisez Rr 

374, a en remontant , a . , lisez y ; y, lises « 

373, 1 en remontant, ibu , ItsÀz %l>p 

378, 16, 1 -+-n», lisez K 1 -f-n’ 

388 , lignes ta et i 5 , A»-t- B’-f- 1 , lises \/ A’ • 


353, 


B» 
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LIVRE PREMIER. 


• n h • * ; * *\ 


- -IV 


CONSIDERATIONS GÉNÉRALES SUR l’aRIT^MÉTIQUE 
... . ! . . SUR l’alGÈBAE. , . I 

i ï ’ ••rniVp 4 »!!• î. •!#* ‘ mi. 

/)<?$ Nombres en général. 

•;* ✓ ! f I ; »* r;° ; 

. . , , TT . • • t 1 i - ' * 4f 

-M® nombre .est le rapport de deux grandeurs do môme 
.. espèce; il donne la mesure de l’une par rapport àl’anlre con- 
sidérée comme terme de comparaison et à laquelle on donne 
alqrMq RPnxdinw#. , ...J.,.. 

nombres peuvent varier à l’infini en mémq.t^nps que 
, les grandeurs .comparées, qt si l’on imagine que l’unité restant 
coustante, la grandeur à mesurer croisse d’une ma mère, con- 
: i; tmne depuis. ;cpro. jusqu’à l’infini „son rapport à l’unité croîtra 
semblablement d’une manière continue , et tous 1rs, nombres 
/j a . uro i nt é l é^g^drçs », Ï !.* : • m iS.; 

- ... ?^f n I 1 cqsrapppr^f, les plusteœprquaHes sont ceu^, qui ont 
I ÜÇU lorsque la, grandeur variable, se compose exactement de 
parties égales à l’unité.;: dans, ce cas y 1 rs nombres s’appellent 


' 'i ’ *'+ 

U • i* 


F 
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tnturs; le plus pelit est relatif à l’égalité de la grandeur à 
1 J unité. Lorsque la grandeur est moindre tfti'e l’unité , les nombres 
prennent le nom de fractions. • 

L’idée des nombres entiers se ramène donc immédiatement 
à celle de l’égalité, qui est Je {dus simple de tous les rapports; 
Pour ramener les fractions aux nombres entiers, on conçoit 
l’unité et la grandeur à mesurer décomposées en parties de 
même grandeur; les deux nombres entiers qui en résultent? 
sont composés l’un par rapport à l’autre de la même manière 
que les deux grandeurs correspondantes, et leur rapport est par 
conséquent le même. On exprime donc les fractions au moyen . 
de deux nombres, dont l’un indique en combien de parties égales 
l’unité est divisée, et l’autre combien il y a de ces parties dans 
la grandeur à mesurer. 

Mais il pourrait se faire que cette dernière n’eût pas de com- 
mune mesure avec l’unité; c’est-à-dire qu’il n’existât pas de 
grandeur, si petite qu’elle fût, qui fût contenue exactement 
dans elle et dans l’unité ; c’est ce qui arrive quand on veut éva- 
luer le rapport du côté d’un carré à sa diagonale. Dans ce cas 
le rapport des nombres entiers ne donne qu’une approximation ; 
mais elle peut être aussi grande qu’on veut : car en partageant 
l'unité en parties de plus en plus petites et les portant sur la 
grandeur à mesurer, le reste sera toujours moindre qu’une de 
ces parties , et pourra par conséquent devenir moindre que toute • 
grandeur donnée; le rapport qu’on obtiendra en négligeant ce 
reste pourra donc approcher autant qu’on voudra du véritable. 

2. Les nombres sont d’un usage continuel dans la vie; ils 
servent à donner l’idée des grandeurs qu’on ne peut montrer 
aux yeux et qui ne sauraient alors être déterminées autrement 
que par leur rapport avec d’autres que l’on connaît. Dans tous 
les cas de ce genre , l’emploi des nombres est "indispensable ; mais 
il est encore de la plus grande utilité lors même que l’on pour- 
rait montrer les clioses dont ot» veut donner la connaissance. La 
première raison en est que l’idée des nombres n’est point sou- 
mise aux erreurs des sens comme l’estimation par l’œil et le 
toucher, et qu’ils sont par conséquent plus propres que toute 
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autre chose à donner une notion exacte des grandeurs en les 
rapportant à une seule bien connue : là seconde raison est qu’il 
faudrait connaître d’une manière absolue toutes les grandeurs 
de chaque espece, ce qui surchargerait la mémoire d’une quan- 
tité prodigieuse de noms et d’images, sans qu’on pût encore 
s’élever jusqu’à l’idée de grandeurs que l’On n’aurait pas vues et 
parfaitement retenues dans son esprit. En déterminant au con- 
traire les quantités pur leurs rapports à d’autres connues, on 
n’a besoin que d’étudier les nombres une fois pour toutes , et do 
connaître une seule grandeur de chaque espèce d’une manière 
absolue. 

Pour distinguer les nombres, il a fallu les représenter par 
des signes différens. Ceux au moyen desquels les hommes sc 
communiquent le plus habituellement leurs pensées étant la 
parole et F écriture, on a exprimé les nombres par des mots et 
des caractère $; ce qui constitue la théorie de la numération. 

De la Numération. 

3. De même qu’on avait rapporté les grandeurs à d’autres 
grandeurs connues de même espèce , on a pensé qu’il serait avan- 
tageux de rapporter les nombres à d’autres connus d’avance et 
choisis de manière que ce rapport fût toujours plus simple que 
le nombre à exprimer. Commençons par considérer à cet effet 
les nombres entiers. 

Les termes de comparaison ont été choisis parmi les nombres 
entiers, comme plus simples que tous les autres : de plus on les 
a pris constans, parce que devant être tout-à-fait familiers, il 
fallait restreindre leur nombre le plus possible. Enfin on a établi 
le même rapport entre l’un quelconque de ces termes et le sui- 
vant, afin que le passage de l’un à l’autre se fît au moyen de la 
même idée de pluralité, ce qui soulageait à la fois la concep- 
tion et la mémoire. Le premier terme.de comparaison devait 
être le nombre un , comme formant tous les nombres entiers en 
s’ajoutant à lui-même-, quant au rapport entre deux termes con- 
sécutifs, il restait arbitraire j il a été choisi égal à dix , probable- 


.»•* • • •' . : -r" . : • . * .MfH.* », - • f » 

ment parce jque les honttaes ont commencé par compter avec 

•leurs doigts. : . ■ ... . r . ' : • - . , : . 

Ces termes de comparaison une fois connus et devenus fami- 
liers, rien n’était plus facile que d’expyimer pàrjçur mojen 
mus les nombres entiers. En effet, imaginons uii nombre quel- 
conque, et. coopevons-le décomposé en dirige*, dj, en au.ra un 
nombre quelconque, plus. des unités e# nombre mOuulre que 
dix: s’il, y a plus de dix divines, décoipposops : les groupes 
de dix, c’ést-n-dire en centaines le ppmbre ctes dictes res- 
tantes sera encore moindre que dix. En continuant ainsi, on 
arrivera àan point où 1» nombre. d/ss imités de la plus forte 
espèce sera moindre que di*, et le noipbf# totalsçra exprimé 

eft unités simples, dtfaines, centaines, çtc,j «dtapni^do ffc^tei mes 
i • de. comparaison sera eu, nop4»re moindre que dix-, efc.n’ exigpra 
par. conséquent que la conception denquf pluralités différentes, 
et le souvenir de neuf mots pourries représenter. 

Nous ajouterons que le npqibre des, termes de comparaison 
sera fort petit et que six ou sept suffiront pour les plus grands 
. calculs dont, là. vifi.sociale offre-des applications. lir t ;n ?( r , 

4. .Ayarttf.aûïsi donné la m<*P tic !n et la, pppiençlature des 
nombres* il.rWait à les: éqrire de la manière la plu^ propre à 
leur calcul. -Qu pouvait fàjrp usage à çet cffct.de l’qcWture.or.di- 
t naire; niais eil&se serait prêtée difficilement aux cal culs,, et,, ou 
a eu recours à divers procédés dont nous feronstfionftaîtfiç #atyrd 
. lèplus simple-, il isé,diidî#rt ÎHWpdiatepicpt dç ^.pppiençlpture . 

queuoqs .Venons d’exposer, .est jm#fftppftpt,pre?q.ne univer- 
sellement employé. AyaUt 

t’ dès nombres èn dixaines , centaines r cto.., due, pouvait jamais y 

. avoir plnside neuf unités de clique Espèce, opposa qu’i.L «fait 
possible - de réprésenter tontes, çés.partù», au moyen, de, , neuf 
» signes qui désignassent les -nombres depuis un jusqn’à neuf , et 

d’une ndtatk?n quifîiconnàitre l’ordre d’.unités’repr.éseotB, dans 

chaque cas par oes divers signes. On est convenu de.désigner cet 
ordre pàr-ieelui dans lequel les signes seraient écrits, dq telle 
sorte que le premier à droite marquerait lefc.nnité», l»jseqpnd 
les dixaines, le troisième les centaines, et ainsi de suite. Mais, 
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comme il peut arriver que dans certains nombres il ne se trouve y 
pas d’unités de l’un des ordres intermédiaires entre le premier 
et le dernier, on .a inventé un nouveau signe, qui ne représente 
aucun uqiubre , et dont le seul office est de remplacer les ordres 
qui manquent , aGn que les signes ai leur gauche soient au rang 
qui , d’aprrs la convention, doit correspondre' à leur valeur. Ces 
dix signes se nomment chiffres et sont o, 2, 3,4, 5 , 6, 7, 8 , g. 

La numération écrite des Romains était différente de celle-ci , 
qui nous vient des Arabes. Ils représentaient d’une manière 
fort irrégulière certains nombres par des lettres de l’alpliabet, 
et se servaient d’une décomposition très variable pour l’expres- 
sion dè tous les autres nombres. La convention qui sert de base 
à ce système consiste en ce que les valeurs indiquées par deux 
lettres consécutives doivent être ajoutées quand celle de. droite 
marque un nombre- plus faible que celle de gauche, et retran- 
chées dans le cas contraire - , nous n’insisterons pas sur un pro- 
cédé aussi irrégulier et aussi incommode , dont on ne se sert 
jamais pour les calculs, et qu’on n’emploie guère que d’une 
manière isolée dans l’expression des numéros. • 

Les Grecs avaient choisi neuf lettres pour représenter les 
neuf premiers nombres ; ils les affectaient d’un accént pour leur 
faire marquer des dixaines, de deux pour les centaine^, et ainsi^ 
de suite : de plus, ils les écrivaient dans l’ordre où ils devaient 
fXxc lus, c’est-à-dire dans le même ordre que nous. Leur système 
ne- différait donc du nôtre que par l’omission du zéro, au moyan 
duquel la place des lettres aurait suffi pour indiquer l’espèce de 
leurs unités, et aurait rendu les accens inutiles. Quelquefois 
aussi , les lettres représentaient les nombres d’après le rang 
qu’elles occupaient dans l’alphabet, ce qui n’çtait pas en oppo- 
sition avec le système précédent f où les neuf premiers nombres 
étaient représentés par les neuf premières lettres. Il paraît 
qu’ils se servaient de ce procédé comme nous des chiffres ro- 
mains : les chants de l’Iliade sont numérotés au moyen des 
lettres consécutives de l’ajpliabet grec. 

Nous laisserons tou^ces systèmes pour ne plus considérer que 
le premier, qui est le seul employé dans le calcul. 
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5. Los nombres entiers étant nommes et représentés par 
Fécriture, il ne reste plus qu’à s’occuper des fractions. Nous 
avons déjà fait connaître d’une manière générale le moyen 
qu’on emploie à cet effet, et qui consiste dans la décomposition 
de l’unité et de la grandeur à mesurer en parties égales. Cette 
décomposition peut se faire d’une infinité de maniérés , parmi 
lesquelles on choisit de préférence la suivante, comme plus 
commode dans les calculs compliqués. On conçoit Fanité dé- 
composée en dix parties égales, et on cherche combien il y en 
a dans la grandeur à mesurer ; si l’on trouve un reste moindre 
que le dixième de l’unité, on conçoit semblablement ce dixième 
décomposé en dix parties égales , dont chacune sera par consé- 
quent le centième de l’unité principale ; et on voit combien il 
s’en trouve dans le reste f si les centièmes ne suffisent pas pour 
la mesure complète de la grandeur , on continue indéfiniment 
la subdivision décimale des unités successives. Quant à l’expres- 
sion de la fraction par Fécriture, il est facile de vois que l'es 
unités d’un ordre quelconque ne pouvant être en nombre supé- 
rieur à neuf, les dix chiffres suffiront pour les représenter, et 
qu’il ne restera qu’à faire connaître l’ordre des unités repré- 
sentées, et pour cela on est convenu de placer les dixièmes à la 
droite des unités , les centièmes à- la droite des dixièmes , et 
ainsi de suite ; de sorte que le rapport de deux unités consécu- 
tives , tant dans la partie entière que dans la partie fractionnaire ,* 
fût toujours dix : on est convenu en outre que le chiffre des 
unités se reconnaîtrait par une virgule rrtjse à sa droite. 

Cette manière d’écrire les fractions offre de l’avantage dans 
les calculs un peu compliqués, mais elle a l’inconvénient de ne 
donner souvent que par approximation des nombres que l’on 
aurait pu avoir exactement au moyen d’une autre décomposi- 
tion. 

Lorsqu’on emploie une décomposition quelconque de l’unité, 
on écrit les deux nombres qui indiquent cqmbien il y a de par- 
ties dans l’unité et dans la grandeur à mesurer ; le premier se 
met au-dessous de l'autre et on les sépare par un trait. 

Quelquefois , pour exprimer une fraction , on décompose 
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l’ unité on parties égales, et celles-ci en d'autres quelconques, 
auxquelles on donne des noms qui n’indiquent nullement leur 
rapport à. l’unité primitive;. ccs sortes de nombres se nomment 
complexes , et c’est surtout pour éviter les longueurs que leur 
calcul entraîne, que l’on a adopté la subdivision décimale des 
grandeurs. On clioisissaitrordinairement une décomposition qui 
se prêtât commodément aux détails du commerce; par exemple, 
on décomposait la livre poids en 16 onces, parce qu’on pouvait 
ainsi en prendre la moitié, le quart, le huitième, le seizième, 
ce qu’on »e peut faire d’après la décomposition, décimale ; mais , 
malgré cet inconvénient, la division décimale offre des avan- 
tages qui doivent lui mériter la préférence. 

On avait cherché à réunir les deux avantages, en changeant 
la base du système de numération et prenant îa au lieu de 10; 
alors les subdivisions des mesures auraient pu être à la fois com- 
modes au calcul et au commerce; mais la difficulté d’introduire 
dans toutes les classes de la société une manière différente de 
compter et de se faire idée des nombres a fait renoncer à cette 
entreprise, et l’on a conservé la base dix.» 

Des Unités de différente espece. - v ' 

» * • • , * 

6. Ayant ainsi déterminé de quelle manièfeon composerait 

et décomposerait l’unité pour l’expression de toutes les gran- 
deurs en nombres , il ne restait plus qu’à fixer la grandeur ab- 
solue de cette unité pour. toutes les espèces de quantités. Il était 
important d’abord que cette unité fût lâ même pour tous les 
peuples, afin d’éviter les erreurs que pouvait causer la simili- 
tude des noms attribués à des choses différentes, on les calculs 
nécessaires pour convertir ces unités les unés dans les autres. 
Il était utile encore que l’unité de chaque espèce pût toujours 
se retrouver, si elle disparaissait, et pour cela qu’elle eût un 
rapport connu avec une grandeur invariable ; on a choisi à aet 
effet un méridien terrestre; on a partagé le quart de sa cir- 
conférence en dix millions de parties égales; l’une d’elles a 
été choisie pour unité de longueur et nommée mitre. ' 


* ' •* • * 
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CeJa posé, il ne restait plus qu’a rapporter, au mètre toutes 
les autres unités. ^î. es surfaces et les volumes s’y sont ramenés 
immédiatement en prenant pour leurs unités respectives le 
carré et le cube qui auraient pour côté un mètre ou toute 
autre longueur qui eût un rapport ^décimal simple avec le 
mètre. . ' ’ ' 

* Pour y rapporter les poids j on à choisi pour - unité le pouls 
d’un centimètre cube d’eau distillée prise dans le vide et à son 
maximum de densité; ces conditions rendant cette unité inva- 
riable remplissent l’objet qu’ou s’était proposé. ’ . 

(Juant au temps, on a trouvé plus naturel de faire dépendre sa 
mesure du mouvement de la terre qui , outre les avantages dont 
nous venons de parler, avait encore celui de l’ application la plus 
commode aux besoins de la .vie. - 

Moyens d obtenir la généralité, dans les- résultats, 

u s , • 

7. La résolution de toutes les questions qu’on peut proposer 
sur les nombres se ramène à un petit nombre d’opérations 
simples qui, par. les diverses combinaisons qu’on en peut faite > 
servent d’élémens à toutes les autres. Les opérations se repro- 
duisant à chaque instant sur des- nombres diflerens , il faut 
déterminer pour chacune d’elles une marche générale indépen- 
dante dés valeurs particulières de ces nombres , afin de ne pas 
recommencer les recherches pour chaque cas particulier. Dans 
les premières opérations, la décomposition uniforme des nom- 
bres a suffi pour en jléduire des règles générales; mais dès 
qu’elles se sont un peu compliquées , on a eu besoin de démon- 
trer des propriétés générales sur les nombres, meme pour ré- 
soudre des questions particulières, afin quétaut 'sur qu’elles 
s’appliquaient aux nombres inconnus', on put combiner ceux-ci 
avec les données, et en déduire leurs valeurs. 

On observera pour cela que si l’on résolvait une question sqr 
des nombres particuliers, sans dénaturer ces nombres par au- 
cune réduction , ils se retrouveraient tous dans le résultat , .et 
combinés entre eux d’une manière qui ne dépendrait que de la 
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nature de la question et nullement des valeurs qu’on leln-. avait 
supposées. Le résultat s’appliquerait donc à toutes les questions 
de même nature, qui ne différeront que par la valeur des don- 
nées; il apprendra comment il faut combiner ces données, 
quelles qu’elles soient , pour former les valeurs des inconnues. 
Ce résultat sera donc général.’ . 

Par exemple, pour découvrir la composition. générale du Carré 
de la somme de deux nombres, on -en prendra deux arbi- 
traires, 7 et 4, et on multipliera 7 plus 4 par 7 plus 4, cé qui 
donnera 7 fois- 7 , plus deux fois le produit . 7 fois 4, plus 4 
fois 4 ; cela, apprend que le carré de la somme de deux nom- 
bres contient toujours le carré du premier nombre, plus le 
double produit du premier par le» second , plus le carré du 
second. * 

Ce procédé ne laisserait rien à désirer s’il était d’une applica- 
tion commode - , mais il exigerait qu’on s’interdit touffe réduc- 
tion, toute abréviation dans l’écriture, car on risquerait d’ intro- 
duira par là des nombres qui fussent déjà dans les données; 
on pourrait alors les confondre dans le résultat, et on ne sau- 
rait plus s’ils sont constans ou variables d’une question dans 
l’autre : ainsi , dans le cas précédent, la réduction de deux 
termes égaux a produit lé nombre- deux ; la simplicité de 
la question aurait empêché de le confondre avec les données 
s’il y en avait eu d’égales à deux; mais dans des questions 
plus compliquées, il pourrait y avoir des. inconvéniens, et l’on 
a renoncé à ce moyen. 

La difficulté venant uniquement de ce que les nombres pris 
pour représenter les données avaient des valeurs particulières 
qui pouvaient reproduire par la combinaison de ces mêmes» 
données; observant d’ailleurs que l’emploi de ces nombres n’avait 
d’autre objet que de fixer les idées et de distinguer les rfom- 
bres qui entraieftt dans la question, on a imaginé de les rem- 
placer par des signes quelconques qui , ne désignant aucun 
nombre particulier, ne pussent être confondus avec ceux qui 
naîtraient du caloul. Ces signes sont les lettres de l’alphabet ; 
on les a choisies parce qu’clleS étaient simples et déjà connues. 




( io ) 

8. Il résulte de oes oltservatkms que pour résoudre d’une ma- 
nière générale une question sur des nombres , il suflit «la le», 
représenter par des lettres, et d’agir coqune si l’on trajtait. 
un cas particulier : le résultat auquel on panriendra , indi- 
quera, par sa forme, dç quelle manière .il faut combiner les. 
données , dans chaque cas particulier, pour former le résultat, 
correspondant. 

Ainsi, pour trouver la Ipi du produit de la somme de deu* 
nombres quelconques par leur différence , on représentera ces, 
deux nombres par les lettres a, b, et multipliant -a plus b par 
a moins b, on trouvera pour produit a fois a, moins b fois b 
qui apprend que le produit est toujours la différence des earrés 
des deux nombres donnés. 

Enfin , on a introduit le plus grand degré, de simplicité.dans 
les calculs , en indiquant toutes les opérations par les signes . 
* 4 *> — » etc., qui. signifient plfis^ moins j etc., et désignent, 
l’addition, la soustraction, je te. 

Cotte méthode peut être employée dans tous los cas où le 
résultat est décomposable en parties dont la compositiên se. 
ramène à des principes connus. Mais il arrive souvent que. 
cette décomposition est impraticable, comme, par exemple» 
dans le cas de» nombres incommensurables , c’est-à-dire qui 
n’ont pas de commune mesure avec l’unité. On sera alors 
obligé de recourir à d’autres procédés, et tout. oe qui y est 
relatif se déduira, comme application, d’une méthode générale . 
que nous allons, exposer. 

Méthode des limites, 

• * « . 

* 91 Lorsqu’on- veut trouver la relation qpi existe entre des, 
quantités qui, par leur nature, ne peuvent être facilement, 
comparées, on leur en substitue d’autres qui soient . suscep- 
tibles de se prêter^ avec commodité au calcul, et qui puissent, 
approclier autant qu’on voudra des quantités proposées, qui 
'pour* cette. raison sont appelées leurs limites. Il ne reste plus, 
cqsuite-qu’à déduire la relation. des limites, de celle qui a coq- 
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slamment lieu entre les variables, et l’u niqué objet de la mé- 
thode est d’indiquer un moyen général . d’opérer ce passage. 
Or, on démontre facilement que ces deux relations sont iden- 
tiques; de sorte que, connaissant celle qui existe entre les 
variables , il sulbt pour avoir celleque l’on cherche , de substituer 
à ces variables leurs limites. 

En .effet, soit A = B la relation entre les variables (A et B 
renferment ces quantités d’une manière quelconque et varient 
en même temps qu’elles); désignons par A' et B' les valeurs 
vers lesquelles elles tendent à mesure que les variables tendent 
vers leurs limites; je dis que l’on aura A' = B'. Car soit , 
s’il est possible , A'>B' ; si les variables A et B restent toujours 
au-dessous de leurs limites, on pourra amener A assez près de A' 
pour surpasser B' ; et comme on a toujours B = A, il s’ensui- 
vrait que B aurait surpassé B'; ce qui est contraire à l’hy- 
pothèse. Si A et B décroissaient en s’approchant de leurs limites, 
on pourrait semblablement amener B entre A' pt B' , ce qui 
çonduirait à la même absurdité; on a donc A'=B'. Or, A' 
et B' sont ce que deviennent A et B quand les variables qui y 
entrent ont atteint leurs limites. Donc on obtient la relation 
entre celles-ci en les substituant aux variables correspon- 
dantes dans leur relation. 

Tout l’artifice de la méthode consistera donc dans le choix 
des variables auxiliaires. Il faudra les prendre de manière 
qu’elles se prêtent le plus commodément possible 'aux com- 
paraisons, et telles surtout qu’elles aient pour limites les quan- 
tités proposées. • 

" 1 o. De cette méthode générale , on peut déduire, comme appli- 
cation particulière, la théorie des incommensurables. Car nous 
avons vu qu’il est possible d’approcher indéfiniment d’un 
nombre incommensurable quelconque au moyen de nombres 
commcnsurahles; et en combinant cette propriété' avec- lo 
principe précédent, il en résulte ce théorème qui sert de fon- 
dement à la théorie des incommensurables , savoir : que 

Toute relation qui a lieu .entre des nombres quelque valeur 
commensurable qu’ils aient , a lieu encore lorsqu’ils deviennent 
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incommensurables j car ils peuvent être considérés comme des 
limites de nombres coinniensurahlcs , çt la relation des limites 
est Ja même que celle des variables. 

Proposons-nous, par exemple, de prouver la généralité de 
ce théorème que le produit de deux ^nombres est' le. même 
dans quelque ordre qu’on l’cirectue. Ou lé démontre facilement 
dans le cas où les ceux factcurs.sont entiers ou fraction- 
naires, ot il ne reste plus qu’à considérer le- cas des incommen- 
surables. Soient a et b les deux nombres incommensurables, 
et a', b’, deux nombres commcusurahlcs qui s’approchent in- 
définiment de a et b. On aura toujours, d’après ce qui pré- 
cède , ab'—b'a. La relation des limites devant être la meme, 
on en conclut ab—lpil 

On raisonnerait semblablement dans l'extension de tout 
autre théorème au cas des iucominenstirahles- 

* J..,. ' 

. . * 

Méthode de résoluliun-des Problèmes. 


1 1 . Presque tous les problèmes reviennent à déterminer certains 
nombres d’après des relations qu’ils doivent avoir avec d’autres 
nombres donnés. Dans ces questions, la marche qu’on suit ordi- 
nairement consiste à transformer d’abord les relations données 
en des relations d’égalité entre les nombres donnés -et inconnus , 
ce qui s’appelle mettre le problème ■ en équation ; puis à trans- 
former ces égalités en d’autres qui expriment immédiatement, 
les valeurs des inconnues, c’est-à-dire à résoudre les équations. 
Tout consiste donc dans des transformations de rapports, et il 
ne reste plus qu’à montrer comment on .peut les eilectuec . 
dans tous les cas; considérons , d’abord la première' partie, 
c’est-à-dire la mise eu équation. • . . 

Supposons que l’on ait d’abord analysé l’énoncé du problème 
et étudié toutes les relations qui doivent avoir lieu entre les 
quantités connues et inconnues : si la .question est alors bien 
comprise, on> doit être en état de vérifierai des nomhres don- 
nés y satisferaient. Or , tonte vérification exige . en dernière 
analyse une comparaison entçe. des choses qui doivent se trou- 
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•ver identiques , on différer d’une certaine manière connue 
' (l’ftù il suit qüfe si l’on représente les inconnues par des Signes 
quelconques, et qu’on indique' sur elles et les quantités con- 
nues la suite dés opérations par lesquelles il faudrait faire la 
vérification, on parviendra à’ des relations d’égalité ou d’iné- 
galité 1 entré lés nombres tant connus qu’inconrfus qui entrént 
dans l’énoncé. 11 arrive quelquefois que le passage par les re- 
lations. d’égalité rend la solution plus lefngue, et alors on de- 
vra s’en dispenser •* mais dans - le plus grand • nombre de cas 
les inconnues sont tellement combinées avec les données, qu il 
ne serait pas possible dé les iletermincr Sans avoir recours a\ix 
procédés généraux, que fournit la théorie des égalités ; où' dès 
inégalités qui s’y ramènent immédiatement 'én« augmentant' le 
plus petit membre il’nur quantité indéterminée. 

1 * 2 . Ayant ainsi détermine lés égalités ôù'equationg qui ont 
lieu entre' les données et les inconnues, il ne reste plus qui 
en déduire celles-ci; et la ‘marche à suivre? à cet effet dépend 
de la forme des équations. Pour donner la théorie générale 
de leur résolution, onleS à .partagée* par clàSSés d'ans chacuùe 
desquelles on a Rassemblé foutes .celles auxquelles là me nie 
marcVié ltai\ applicable ;‘'-o ’ft les W rassemblées sous uiib même 
formé générale sur laquelle on a fait le ‘calcul de là résolu- 
tion, et l’on en a déduit, la forme "éiiécale iju résultat;, c’esl- 
à-dirè la manière dont U faut feonlbper ^es dtOnnésà fiour ob- 
tenir les valeurs des ihcèniî&è > s.'*Un pareil résultat se nomme • 

un g formule.. » , . k , ' - 

bu aurait pu représenter tous les système!? pbssMÀ d’équa- 
tions du n^me' ciegré par uxi seftl système général ; maisla résolu- 
tion de ce dernier sèraif'il’üne difficulté irisiif mon table , et ori : y 
a renoncé depuis long-temps. D’ailleurs , les formules qu’on en 
déduirait seraient tellement incômmod’es'dans les applicatidns 
qu’on serait’ toujours obligé de recourir aux méthodes rela- 
tives à des cas particuliers. ’t’eït ce qiïe l’btt peut voir dans 
deg ^as même très “impies par rapport* à celui d’une réso- 
lution générale déséquatious : en lie Supposait qu’une seble in- 
connue qui n’entrerait qu’au troisièmè degré*, la formule ne 
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peut déjà plus être appliquée directement, et l’on peut prévoir 
oc qui arriverait si l’on avait un nombre quelconque d’iu- 
connues entrant à des degrés quelconques. 

Nous examinerons successivement par la suite chacune des 
classes dans lesquelles oh a partagé les équations, et nous 
chercherons à lever autant- que possible les difficultés que leur 
résolution pourrait offrir aux élèves. 

• i i • 

Des propriétés particulières des nombres. 

» i3. Dans oe qui précède, nous avons considéré les nombres 
indépendamment de leurs valeurs particulières; mais ils jouissent 
d’une foule de propriétés curieuses dépendantes de la manière 
dont ils sont composés avec l’unité ou les uns avec les autres. 

• L’ensemble de ces propriétés constitue ce qu’on a nommé la 
théorie des nombres. Les méthodes qu’on y emploie pour la réso- 
lution des questions sont tellement particulières , qu’il serait 
impossible d’indiquer une marche générale qui pût guider dans 
ces sortes de recherches. Nous en présenterons quelques-unes 
comme exemples de ce genre d’analyse, et nous renverrons, 
pour de plus grands détails, aux ouvrages de MM. Legendre et 
Gauss. , * 

De la manière de simplifier certaines opérations sur 
les Nombres. 

i4. Lorsqu’on est conduit à effectuer des multiplication», des 
divisions, des élévations à des puissances, et des extractions de 
racines sur des nombres qui sont des puissances d’un degré 
connu, soit entier, soit fractionnaire, d’une même quantité , rien 
n’est plus facile que de trouver par une. opération plus simple 
quel est le degré qui correspond au résultat. On sait, par 
exemple, que celui du produit est la somme des degrés des fac- 
teurs, celui du quotient leur différence, etc. 

On a pensé en conséquence que si l’on pouvait transformer 
' tous les nombres ep puissances d’une même base quelconque. 
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et former une tahlg qui, à côté de chaque nombre, présentât le 
degré delà puissanoe correspondante, les quatre opérations fon- 
damentales dont nous avons parlé se trouveraient abaissées , 
parce que l’on se bornerait à calculer le degré correspondant au 
résultat, A la table ferait connaître par suite la valeur même 
de ce résultat. On a reconnu facilement qu’il était suffisant de 
faire ce calcul pour les nombres entiers, puisque toutes les opé- 
rations s’y ramènent toujours; et même on n’a eu de recherches 
pénibles que pour les nombres premiers , vu que les degrés cor- 
respondans aux autres s’en déduisent immédiatement. 

Telle est l’idée fondamentale de la théorie des logarithmes 
ou des degrés correspondans aux .nombres ; elle en fait connaître 
le véritable esprit , et il ne reste plus qu’à en faire des appli- 
cations. ‘ * 

Théorie, des Fonctions- dérivées. 

» • * t '* • • * * ' 

1 5 . Les développemens que prennent les fonctions quand on 
fait varier les quantités dont elles dépendent , présentent des 
considérations de la plus haute importance dans l’analyse. Nous 
allons exposer les élémens de cette théorie , dont on verra de 
nombreuses applications, soit dans l’Algèbre pure, soit dans ses 
applications à' la Géométrie. 

Lorsque dans une fonction /(x) la variable x devient x-f-h; 
h étant une indéterminée quelconque, on appelle fonction dé- 
rivée de /(a) , le coefficient de la première puissance d’A dans 
le développement de /{x + A) suivant les puissances entières 
positives et croissantes de h. Réciproquement celle-ci , consi- 
dérée par rapport à sa dérivée, s’appelle fonction primitive. 

Nous allons d’abord nous occuper de déterminer les fonctions 
dérivées des fonctions algébriques. 

16. Soit la fonction Ax"*, dans laquelle on supposé m entiet* 
et positif. 1 

Quand x devient x+A, elle devient A(x+ A) m . Or, en mul- 
tipliant m facteurs égaux à X-f-A , les termes du premier de- 
gré .en h sont de la forme x"“'A et au itombre de m, la dérivée 


( iG ) 

dç Ax m est donc Arax" -1 , et le terme indépendant d'A^cst fa 
fonction proposée Ax”. 

17. Soit le polynôme Ax m -f- Bx"-)- Cx^-|- etc. 

Le coefficient total de h étant la somme des coefficiens fournis 
t par chacun des termes A -x m , Bx", etc., la dérivée du polynôme 

sera la somme des" dérivées de chaque terme et .égale à 

/»Ax m ~'-|- «Bx ” _ +-p Cx? ~ Î+ etc. 

Le terme indépendant d’A est encore la fonction proposée 
Ax m -f-Rx*+etc. • . • 

S’il y avait dans le polynonfe proposé un terme indépendant 
d’x, il 11e fournirait pas de coefficient pour A. C’est ce que l’on 
éndnce en disant que la dérivée d’uno constante est zéro.' 

18. Soit le produit PQRS. . . V, les facteurs P , Qi . . V étant 
de# fonctions d’x dont ou connaît lc .4 dérivées représentées par 
P', Q' . . .V'. Lorsque x deviendra x + A, celte fonction sera le 
produit destléveloppemens suivans : 


P + FA + -A»...,.; 
Q d" Q 7 t -|e CA* . . . * ■ 
R + R' A + yA a .... .j 


.1 


..I ; *. •*•• 


i •• ». ■ >. • x 

’ . • ' """ - • 

■: ■ .... .. v . . .. 

Y + V'A +/«A* ■+*... . ■ > * 


*.-1 


• Le terme indépendant d’A sera encore la fonction proposée 
et le" 1er me en A au premier degré aura poqr coefficient 

‘ * Y<gL . . .t-f PQ'P. . .V+PQR'. . . V+ -fPQR. . .V'j 

’ “ d’o'ù l’on déduit celte règle que, pour avoir la dérivée d’un pro- 
duit, il faut prendre respectivement les dérivées de chaque fac- 
‘ teur, les multiplier par'tous les autres facteurs, et faire la somme 
de ces produits. . 

Si les facteurs , P, Q ; R , étalent égaux et en nomLre rn , leur 
produit deviendrait P", et sa dérivée se réduirait à mP /n ~ J P'. 
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19. Soit la fraction P et Q étant des fonctions d’x dont 
on connaît les dérivées. La fractio* devient pour x-\-h 
P+P'A+ «A» . . . 

Q' A * 4 “ • • . 

* . . * • » P 

En faisant la division, on trouve pour terme indépendant — , et 

. FO — PQ' 
pour coefficient d’A ou pour dérivée — . 

•» 

20.. Soit l’expression radicale F P"; P étant une fonction 
quelconque dont on connaît la dérivée P 7 . On aura à extraire la 
racine m itmt de (P-f-P'A-f-etc’)", ou de PM-rcP" - ‘F A+KA*-j-etc.- 

ce qui donne pour termfe indépendant d’x, \/ P", et pour 
dérivée 


nP"-F 


ou 


- P"“'F- 


m 


{»/P n } 


La même loi existe donc pour la puissance fractionnaire P m 
que pour les puissances entières. 

î p 

Soit ou P Celte fonction est un cas particulier de — et 

donne pour dérivée (Ri — mP -m-1 P' ; ce qui fournit 

encore la même loi pour les puissances négatives que pour les 
positives; savoir, que la dérivée s’obtient toujours en multipliant 
l’exposant par la puissance dont on diminue le degré de l’unité 
et par la dérivée de la racine, puis enfin par le coefficient indé- 
pendant. • . 

2i. Soit plus généraléfcent la fonction F(P) , P étant une 
fonction connue d’x désignée, par exemple, par tf(x ) , les signes 
F, <p , indiquant des fonctions dont on sait trouver les dérivées 
,-ar rapport aux quantités qu’ils affectent. On demande la dé- 
rivée de F(P) par rapport à x, c’est-à-dire le coefficient de A 
dans le développement que prend I (l') quand x devient x -f- A. 
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P ou tp (x) devient alors 4>(r) -f- <p'(x)A -j- : •+" • • • l i ue nous 

représenterons par <J)(.r) k. 

F(P) devient F(P-f-A), ef donne un développement de la 
forme F(P) ■+• F'(P)/r -+• £é 2 ■+•*.. ; remplaçant k par sa valeur 
<p'(x)h -f- «A*+etc. , on voit que le ternie en h au premier degré 
sera F' (P) X 4>'(x), et le ternie indépendant F(P). 

aa.’ Soit F (P) , et supposons, P =<p(Q) , Q= F(RJ, R=+(x). 

En faisant les mêmes raisonnemens que dans le cas précédent, 
on trouvera facilement que la dérivée de F(P) par rapport à x est 

F' (P) X *'( Q) X F' (R) X +' (*> . . 

Ce qui apprend que pour avoir ia dérivée d’une fonction de 
fondions , quel que soit le nombre des indices accumulés ,’il fau t 
prendre la dérivée de chaque fonction par rapport à la quantité 
qui lui est immédiatement soumise et multiplier ensemble toutes 
ces dérivées. 

23. Soit une fonction de deux fonctions d’x , P et Q , désignée 
par F(î*, Q) , on peut trouver sa dérivée par fapport h x lors- 
qu’on connaît celles de P., Q, et celle relative à l’indice F. Sup- 
posons p»uf cela qu’on fasse d’abord la substitution de x-j-lt 
seulement dans P, on aura le développement * 

F(P,Q)4-F'(P)P7i4-*A a .... 

Substituant dans ce développaient x+h dans Q, le premier 
terme F(P, Q) deviendra 

F(P , Q) •+• F'(Q) (fh -f- CA* . . . . 

. > t m 

Le second F'(P)P7i donnera pour seul terme en h le premier 
de son développement qui sera lui-mème ; de sorte que la dérivée 
de la fonction proposée F(P,Q) sera ^ 

F{P)P' + F(Q)Q'. 

* Mais il faut bien observer que F'(P) désigne la dérivée de 
F(P, Q) , eu n ’y considérant que P comme variable , et de même 
E'(Q) celle de F(P,Q) , en ne faisant varier que Q. 
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Si l’on avait un plus grand nombre de fonctions composantes, 
on agirait de la même maniéré, et l’on conclut celte règle gé“e - 
raie , que 

Pour avoir la dérivée d’une fonction composée de plusieurs 
autres P,Q,R , etc il faut prendre la dérivée par rapport à 
chacune d’elles ; en considérant les autres comme constantes , 
les multiplier respectivement par les dérivées des fonctions , 
P, Q , R , etc. , par rapport à x , et faite la somme de ces produits. 

La dérivation des fonctions 

PQ- -*V,- , P + Q 4: R +.etc., 

* * 

n’est qu’un cas particulier de cette loi générale. . 

Nous allons maintenant passer aux fonctions implicites. 

Problème. Trouver la dérivée d’une fonction inconnue j 
quand on connaît une équation entre elle et la variable x. 

Soit l’équatibn donnée F(x, < y) = o. 

Si l’on connaissait la valeur d’y en x , en la mettant dans 
F(x, y) , on aurait identiquement o= o. La fonction d’x résul- 
tante dè la substitution , étant nulle quel que soit x , le sera quel 
que soit h, si l’on change x en x-f- h ; et par conséquent tous les 
termes du même degré en h se détruiront. 11 suit de là que la 
dérivée de F (x,y), par rapport à x, doit être nulle quand. on 
considère^ comme la fonction d’x qui serait tirée de F(x,j')=o. 
Or nous savons dériver la fonction composée F(x,y) par rapport 
à x, et nous obtiendrons ainsi F(x) -f- F'(y )y', en désignant^ 
par y' la dérivée inconnue d’^par rapport à x et par F'(x), F’ Fy) 
les dérivées partielles de F(x ,y) par rapport àiouy considé- 
rées successivement comme seules variables. 

Cette dérivée devant être nulle , on en tire 



Corollaire. Si l’on connaît la dérivée d’une fonction y par 
rapport à x, on en peut déduire celle de x par rapport iiy , car 
ou a alors l’équation v— <P(x) * o, qui, d’après la formule pré- 

a.* 
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x — 


<P' (*) ’ 


ce qui fait yoir que les'dérivées de deux fonctions l’une par 
rapport à l’autre, sont réciproques. 

2 fl. Problème. Connaissant (m — i) équations entre m mï- 
riableSj trouver les dérivées de (ni — l) d’entre elles par rapport 
à l’autre. 

Soient les équations 

. I 

P'( x,y,t...u) = o, 

■ ' F,(r,y > s...«)=o, 


z. . . u) ■= o. 

On demande les dérivées de y , z,...u, par rapport à x. 
Concevons pour cela qu’on connaisse les fonctions d’x que ces 
équations donneraient pour y», z, ... u\ en les reportant on au- 
rait des équations où tous les termes en x se détruiraient iden- 
tiquement. Si donc on y remplaçait x par x-f- h , tous les termes 
se détruiraient encore, de sorte que les cœfficiens des diverses 
puissances de h seraient identiquement nuis. Les dérivées, qui 
sont les coefficiens de la première puissance d’/i dans chacune 
de ces fonctions, seront donc nulles. D’où il «uft qu’en consi- 
dérant y , z , ... u, comme les fonctions d’x données par les 
épations F, = o , F a =o , etc., les dérivées des premiers mem- 
bres de ces équations seront identiquement nulles -, de sorte que 
l’on aura 

F,(x) + F \(y)y’ + F,(*K. . . . + F,(«K = o, 
F»(x) + F. (J)/ + W. • • . 4- F.(«X = o, 


F m_,(x) -f- F *_.(// 4- F'„,_ 1 (tt)w' = O , 


/, s', . . .u désignant les dérivées de y, z ,. . . u , par rapport 
à x, et F',(x), F, (y), etc., les dérivées partielles de..... 
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F,(x,y,.'. u ) , etc. , en ne considérant comme variable que la 
quantité mise entre les parenthèses. 

De ces m — 1 équations du premier degré, on déduira y',z,.. u- 

aG. Problème. Connaissant m — a équations entre invariables, 
trouver les fonctions dérivées partielles de m — a de ces variables 
par rapport aux deux autres x j y. 

Ce problème rentre dans le précédent, puisqu’il suffira de 
considérer successivement* et y connue constans; ce qui ra- 
mène à une seule variable indépendante.. 

Il en serait de même pour m—n équations entre m variables. 

37. Remarque. Les fonctions dérivées peuvent elles-mêmes 
être dérivées par rapport à la même variable, et leur première 
dérivée est nommée la seconde de la fonction primitive; la dé- 
rivée de cette seconde est la troisième dérivée de la fonction ( 
primitive; et ainsi de suite. 

La formation de ces dérivées successives ne saurait souffrir la 
moindre difficulté d’après ce qui précède, tant pour les fonctions 
explicites qu’implicites. 

28. Problème. Etant donnée une fonction dérivée d’un cer- 
tain ordre , trouver ta fonction primitive. 

La résolution, de ce problème inverse n’est pas susceptible de 
la même généralité queje direct; les procédés à suivre dépendent 
de la forme particulière des fonctions *et ne s’étendent même 
qu’à un très petit nombre. Tious nous bornerons à considérer 
les polynômes sans dénominateurs polynômes. Tous les tenues 
seront alors de la forme Ax m , m étant entier ou fractionnaire , 
positif ou négatif. Or la fonction dont la dérivée est A.v'" cs^ évi- 
A* , " +1 

deinment , et ce sera la fonction primitive si Ax m est la 

m-f-.i ‘ 

première dérivée; dans le cas contraire, on remontera delà 
même manière par un nombre d’opérations égal au rang de- 
celte dérivée. On agira semblablement pour tous les termes du 
polynôme. , 

11 faudra observer seulement d’ajouter une constante arbi- 
traire à chaque operation, parce que non-seulement - , 
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Ar"+ I 

'maiOncore -v- (- C, donneront pour dérivée Ax"\ si C est 

wi-j-i 1 . ’ 

indépendant d’x, pu isqu’alors sa dérivée est zéro. 

Par exemple, si l’on demande la fonction primitive dont 

la seconde dérivée est Ax m , on aura pour la première dérivée 

AV-n 

Jn-f-l 


-f- C, et pour fonction primitive 


Ax m+ * 


(m + 0 (m-f-2) 


+ Cx + C, 


.C et C' étant deux constantes arbitraires. 

En général la fonction primitive contiendra un nombre de 
constantes arbitraires marqué par l’ordre de la dérivée proposée. 

\ 

Des fractions qui par une hypothèse particulière se 
réduisent à 

o 


29. Il arrive souvent qu’en attribuant une valeur particu- 
lière à une lettre dans une expressiou fractionnaire , on la ré- 
duit à la forme-. Dans ce cas, la valeur particulière de la 
fraction es^ déterminée, *et on aurait jju lui donner d’avance 
une forme telle, que dette substitution particulière ne lui don- 
nât pas l’apparence de PindcternTination. En elfçt , soit une 

fraction j qui se réduit à l quanyl on y fait x = a. Puisque 

Pbjgiotbèse x — a — O rend nuis ses deux termes, chacun d’eux 
doit renfermer en facteur une certaine puissance positive.de 
x — a, que l’on mettra en évidence en transformant x — a en 
im raonome. Posant donc x — a = h, ou x=a-+- h, il viendra 


F(r) _ rÇa+A) 

?(*) <p( a -f h X 


F (a) + F '(«)/* -f F "(a) — -f etc. 

^ • M. 

<p(a) -f- f{a)h -f- <p"(a) ~ -f- etc. 


Or, par hypothèse, F(a) = o, <p{a) — o \ h devient donc fac- 
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teur-aux deux termes, x — a l’était donc , puisque h — x — a t 
et c’est l’existence de ce facteur qui, par l’hypothèse x a, ré- 
duisait les deux termes à o. Le supprimant , il jient 


F(a -f- A) _F(x) __ F ^ + F ” 2 + 

/C« + h ) ~~ <fU) ~ 


X 


P'( a ) -h V («) — + r • • 

M » 

t 

D’où l’on voit que quand h = o, la fraction $c réduit à 


1» 

7 (3 • 

Si l’on avait F* (a) = o t>u <p'( a ) == G > cette valeur serait nulle 
ou infinie-, si ces deux conditions avaient lieu simultanément , 
en supprimant ces deux fermes dans la fraction générale, puis 
faisaijt A==o après avoir supprimé le facteur commun A , elle se ré- 

(luirait à rr. Et ainsi de suite: d’où se conclut cette règle : 

• <P («) 

Pour trouver la valeur d’une fraction qui devient — pour 

• X = a , prenez les dérivées des deux termes et divisez-les dan # 
le même ordre après y avoir J ait x = a -, si la nouvelle frac- 

* o 

tion se présente encore sous la forme — , traitez-la de la meme 

manière j jusqu’à ce que les deux termes ne se réduisent pas 
à o; vous aurez la vraie valeur de la fraction qui pourra être 
nulle j finie ou infinie. 

flx* — ax — 


Exemple. Soit la fraction 


,3 » 


# 3*-* — 4a a x -+- a 
qui devient ^ pour x = a ; les deux dérivées seront 4x — & et 

gx* — 4a* ; en y faisant x= =a, la fraction aura pour valeur 

3a ‘ 3 * 

5» a0u a«' . 

3o. Remarque. Mais , il arrive souvent que les dérivées suc- 

f * t * * 

cessives sont toutes nulies ou infinies, et alors celte méthode 
n'est plus applicable. Cela ’a lieu , par exemple, rjuand il se 
trouve des puissances fractionnaires de x — a. Dans les cas de 
ce genre, il fapt substituer a -f- A * x, et développer l’expres- 
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sion immédiatement et sans recourir à la formule qui suppose 
que le résultat procède suivant lès puissances entières posi- 
tives de A, ce qui n’arrive pas toujours. Alors le facteur h se 
trouve mis en évidence de lui-même ; ,on le supprime , et on Tait 
ensuite /t= o; on t a ainsi la valeur, cherchée. 

3 

. •„ .. , l/aax — aa“ + l/ar 3 — (ii‘ — a 3 

i e . Soit, pour exemple, 


j/x b — a 5 

faisant x ~ a -\-h , le premiep radical devient \/ aah , le se- 

3 . ; 

cor.d y 4<z“/i +• 5aA* -yj- ith? , et le troisième 

\/ 5a*A-}- l io«Vi a -f- îoaVf 5 -f- 5a -*f- A s . 

X -1 

Dans le i' r on a pour facteur /t*, dans le second A 7 , et dan% 

le* troisième/*-*. Supprimant donc le facteur commun A±^ aux 
deux termes de la fraction , h restera facteur au numérateur 
seul , et l’hypothèse h — b réduira alors la fraction à o. 

y ' x ■ — a -+- a V/ x *. — a 1 . 


• 2 °. Soit encore la fraction 
on trouvera en faisant x — a -f- A, 


a y' x 2 — ax 


y' h 4- 2 V/ 2 ah + 


cty* ah A* 

1 

Supprimant le facteur commun A» , il vient 

• , 

x-Hav 

qui’- par l’hypothèse h = o , donne 


1 4- 2 1 / 2 a -\~*h 


a \/ a -j- h 


2 a 


ay' a 


Si les deux termes de la fraction , { devenaient infinis - pour 

9(x) 

x = a , on ramènerait ce ca*au précédent , en mettant la frac- 

{~h)) * • 

lion sous la forme — ; car alors le numérateur et le déno- 


G(a)) 


\x)y 

mina leur deviendraient nuis, et on agirait comme précédemment 
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3i. Il existe une espèce très remarquable de fractions, qui 

o * 

se réduisent à. - , cé sont celles dont les deux terntes sont des 

o , * 

accroissemens de fonction d’iftie même variable , relatifs à un 
accroissement indéfiniment décroissant de cette variable. Voyons 
comment on peut en déterminer la valcdlr. 

1 °. Soit une fonction F(x), et soit demandé la limite du rap- 
port de son accroissement à l’accroissement indéfiniment dé- 
croissant de x. Désignant ce dernier par h , il faudra chercher 

la limite du rapport ; q U i se réduit à ^ quand 

A=o. Or, si l’on développe F(x -f- fi) la fraètion se réduira àf 


4F'(x) 4~- F"(x)4-etc. 


Supprimant le facteur h et faisant ensuite h — o, on trouve • 
pour limite F' (x) ; d’où l’on conclut ce résultat remarquablê : 
La dérivée d’une fonction d’x eft la limite du. rapport de 
l’accroissement de cette fonction à l’ accroissement indéfiniment 
décroissant de x. 

On aurait pu appliquer à celle fraction la fègle précédente, 

et prendre la dérivée de ses deux termes par rapport ah, ce qui 

. FVx-f-i) . * 

eût donné — ■ ^ — , qui pour /i = o, se réduit à F'(x). 

2°. Pour trouver la limite dtf raprport des •accroisseitiens de 

deux fonctions F(x), ç(x) , quand l’acfreissement h de x décroît 

indéfiniment. Il s’agit de voir ce que devient la fraction 

F(r+ h) — F(x) • , i 1 . • .o 

— ; — r~ — — . quand n — o; ce qui lui donne la forme -, 

<«(•£+«) — <P(x) o 

Développant F(x -f- h) et <p(x -j- fi ) , puis supprimant^ facteur 

,F(x)‘ 


commun h , et faisant ensuite h — o , on trouve 




32 . Nota. Tout fce qui a*été dit, sur les dérivées, peut donc 
s’appliquer aux limites des rapports des accroissemens indéfini- 
ment décroissais des fonctions dépendantes d'une même variable. 


1 


Digitized by Google 



. Des coejjicïens indéterminés. . 

, 33. On nomme ainsi les coefliciens inconnus «l’une expression 
dont on connaît la forme lles tertnes par rapport aux puissances 
dela.lettre ordonnatrice. On pout avoir dans leur emploi deux 
objets diffërens , ou de déterminer les valeurs mêmes de ces coef- 
iiciens , ou de trouver les conditions résultantes de la forme sup- 
posée à l’eîyiression proposée , et, dans ce dernier cas, on ne" 
cherche qu’à dpérer leur élimination. Dans tous les cas , on 
obtionl les équations nécessaires par le moyen général que nous 
avons déjà indiqué, et qui consiste à faire les calculs nécessaires 
«ù la vérification des conditions données. ‘ 

Pour bien faire concevoir l’esprit de cette méthode , qui oc t » 
dne des plus fécondes de l’analyse , nous allons en offrir quel- 
ques applications à des questions que nous ne traiterons pas à 
fond , mais seulement sous le rapport de la méthode dont nous 
nous occupons présentement. 

• 34. Problème. 'Déterminer le quotient de la division de deujc 
polynômes^ ef trhui’er tel conditions potf,r que cette division 
puisse se faire exactement. Soient les deux polynômes * 

x m + Ar ,| - , +Vi‘ + + 

X n -f- nx" _l + bx n ~ % + + htt + h. 

Leur quotient sera du degré m—n , .et le reste du degré n — 1 j 
ils .seront donc (le la forme • 

xV~~ n + et -f- Cr 1 ™** . . . . -f- fiteX -f- p , 

Mx* -1 -+■ Nx"- 3 îf . + y. 

* • * » • 

JPour vérifier s’ils Copviennent , il faut voir-si , eu multipliant 

le diviseur par le quotient et ajoutant le reste , on reproduit 
îdentiquitaent, c’est-à-dire terme pour terme, le dividende. Ce 
dernier polynôme étant du degré in, aura m + 1 termes, et 
comme le premier sera æ" de part et d’tjutre , il n’y aura que m 
équations entre les coefficiens donhés , et les Inconnues et 
M, N, . . . V , qui sont pn tout au nombre de m, et te trou- 
veront, par conséquent , déterminées. . • * . 
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Si Von demandait quelles relations devraient avoir lieu entre 
les coefficiens donnés , pour qu’il «’y eût pas de reste , il faudrait 
que l’on eût M =0 , N =0, . . . , V = q, ce qui ferait n équa- 
t ions de pies que d’inconnues- Dans ce cas., on n’aurait qu’à 
éliminer les m — n inconnues .ft, v , entre les m équa- 

tions dans lesquelles on aurait fait M = 0, N = o ... V =»o ; 
ou obtiendrait par Jà n équations de conditions qptre les coeffi- 
ciens des deux.j>olynomes proposés. - • 

Ou pourra chercher quelles seraient les conditions pour que 
la division réussît , le quotient s’arrêtant à, un tçrme d’un ex- 
posant désigné , soit positif, soit négatif. , ' 

35 ■ l’noBLÈWE. Extraire la racine d’un polynôme . et 

trouver les conditions pouf qu il n’y ait pas de reste. Soit le po- 
lynôme > • " 

x mn -f. . . . . +U. . •• 

• . * 

Sa racine sera»de la forme 


x* -f- dx* 1 - 4 - »x" 3 . . v . +f*, « 


et le reste de la forme 

Mr ’"— 1 -f- Nr"»-"-' -f- V. 

... . ' . f 
La vérification se fera e relevant lasracine approchée à la puis- • 

sance m , en ajoutant le reste et voyant si la somme est .iden- 
tique avec le polynôme proposé. Il résultera de là mn équations 
entre les coefficiens donnés et ceux» des deux polynômes incon- 
nus , qui sont au nombre de mn , et se trouveront par conséquent 
déterminés. • ♦ ’ • - ■ % t 

Si l’on demandait que l’extraction «41e donnât pas de reste, il 
•faudrait les mn — n équations, M = o, N =0 . f. V= o $ il ne 
resterait plus alors que n inconnues . . . ,p; il y aurait, 

par conséquent^ mn — n équations de cou cation entre les coef- 
ficiens donnés ; et on les obtiendrait par l’élimination de 
\ 

On pourrait demander que le reste s'évanouit lorsque , dans . 
lu racine, on parviendrait à un terme d’un exposant donné f 
positif ou négatif : cela ^offrirait aucune difficulté. # 
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36 . Problème. Trouver les conditions pour qu’un polynôme 
d'un degré donné soit décomposable en facteurs d'une forme 
donnée ; par exemple j-que l'un soit une puissance' n d'un bit 
nome du premier degré ; l'autre , une paissance p ‘d'un autre 
binôme ; 'et ainsi de suite. Soit le polynôme 

x m + Ai—' + Bx M -.* V. 

• • ' • •* • » 

Il faudra qu’il’ «oit identique avec un produit»de la forme 
(x — «)* (x — Sy (x — y)t etc., '* 

• 

• et, £, y , etc. , étant des quantités arbitraires. Effectuant le pro- 
duit et.I’identifiant avec ]e polynôme donné, on aura m cqua- 
, tions dont on éliminera <t , 6, y , été. , pour avoir les équations 
de condition. Le nombre de ces équations sera égal au degré 
du pôlvntfme, moins le nombre des ■Indéterminées a., Z , y , etc. ; 
si quelques-unes d’entre elles étaient fixées d’avançe, le nombre 
des conditions augmenterait d’autant; et enfin, si elles étaient 
toutes données , on aurait m équations qui détermineraient im- 
xnédiatenuftit lés coeflîciens du polynôme proposé. 

Au lien de choisir des puissances de binômes du premier degré» 
on aurait pu demander des puissances de polynômes quelcon- 

• ques; la marche serait toujqprs la mcqje. > 

37. Problème. T mure ries conditions pour qu'un polynôme soit 
décomposable en facteurs du premier degré » de la forme x — a » 
et dont les secdtids termes soient in progression par différence 

ou par quotient. Soit le polynôme • , 

" ... ~ 

{ x m + Ax m ~‘ ... ! + V. 

i°. Soit S ' la différence de la progression, et a le premier terme; 
le polynôme proposé devra être identique avec le produit 

(x — a) (x — : a —•J') {x —a — ni) . . . f x — a — (m* — i)<È] . 

Il en résultera m équations, dont o’n éliminera a. et i, et i I 
restera m — 2 équations entre les coefliciens. Si l’on donnait la 
différence de la progression , il y aurait m — x équations de 

condition. , ’ 

* . * • 
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a°. Si la progression était par quotient , la décomposition se- 
rait de la forme 

* < » • 

(x — a) ( x — qà) (x — q*a) . . . (x ' — q m ~ l a) , 

i 

et le calcül aurait en de même pour objet d’élhpiner (te t q. 

38. Problème. Étant donnée une fonction F(x) , trouver le 
développement de F{x -f- h) sachant qu'il procède suivant les 
* puissances entières et positives de h. Le développement pourra 
être mis sous la forme 

F(x + h) x= F(x) + Ah -f B/P + Ch 3 -f- D h* + etc. 


Le terme indépendant de h est F(x), parce que pour hdto 
le premier membre se réduit à F(x)$ et' par définition, A est la 
dérivée de F(x) par rapport à x. 

Pour déterminer B, C, D, .. . , nous observerons encore, 
d’après la forme du premier membre, que la dérivée par rap- 
port à x est la même que par rapport à h. Désignant donc par ' 
A' , B' , Ç , . . . , lçs dérivées de A , D, C , par rapport à 
x, on aura les deux expressions identiques 


D’où l’on tire 


A -j- A 'h -f- B7; a -f- C'ù 3 -f- etc. 
A + aBh -f- 3Cù a + 4Dù 3 + etc. 




Désignant par F'(x) , F"(x) , F*(x) , - . . , les dérivées suc- 
cessives de F(x) , ces valeurs deviennent 

* _ F Ÿ r -, t> _*"(*) Y"lx) F"(x) . 

a — r (x) , b — , c - D JTITd ’ elc ’’ * 

et le développement sera 


FC* + h) = F(x) -f F \x)h + F"(x) -f F"(x) ~ + etc 


. 3g. Problème. Connaissant la fonction F(x , y) , développer 
F(x + h, y-+-k) , par rapport aux puissances croissantes de 
b et k. , * 


i 
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Substituant d’abord r -f- h à x , sans' changer jr , la fonction 
F(x ,y) , deviendra 

E(x O 0 + hl\x) + i* F"(x) -f- etc. 


F'(x), F"(t) , efc. , désignant les dérivées de F(.r, y) par 
rapport à x, regardant y comme une constant^ Substituant 
dans ce développement, y -J- k à y , il vient 



' F(x ,y) + F'(x)h -j- F"(x) ^ -f* 

• +F'(y)k+thk.. 

• /,» • 

. . ,+ F-W- . 


P désigne la dérivée par rapport à v de F'(x), dans laquelle 
x serait regardé comme constant. Quant à la manière Je fermer 
Jes autres coefliciens, elle est indiquée par le calcul ; mais nous 
n’en donnerons pas la notation , parce qu’elle est assez compli- 
quée , et qu’on n’en fait maintenant aucun usage. 

On agirait de la même manière pour un nombre quelconque 
de variables j nous nous dispenserons d’entrer dans de plus 
grands détails à cet égard, et nous bornerons là les applications 
de la méthode des coefliciens indéterminés. 

Des Maxima et Minima. 

« 

4o. Lorsque l’on- fait 1 croître d ; une manière continue depuis 
— oo jusqu’à -f- oo la variable d’une fonction , cette fonction 
varie d’une manière continue, mais elle peut, après avoir cru 
jusqu’à un certain point, décroître, puis croître de nouveau 
pour redécroître ensuite, etc.; toute valeur de la fonction' à 
partir de laquelle un accroissement se change en décroissement , 
se nomme maximum; dans le cas inverse elle sc nomme 
minimum. 

Un maximum d’une fonction est donc une valeur telle, qve 
si la variable augmente ou diminue à partir de sa valeur cor- 
respondante, la fonction commence dans les *leux cas par di- 


j 
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minuer da ris un intervalle qui peut être très petit- Le minimum 
a lieu quand la fonction croit dans les deux, mêmes cas. 

4i. Cela posé, voyons comment on peut déterminer leî va*- . • 
leurs de x auxquelles correspondent des maxima ou minima 
dans une fonction donnée. * -, 

Soit la fonction F(x) , et r une valeur de x à laquelle 
correspond un maximum. 11 faudra qu’en faisant x = x' ± h, 

F(x) décroisse dans les deux cas pour les valeurs de h com-« 
mençant depuis o. Le deux développemens seront 

F(x') -+- F(x')A -f- F"(x') 

1-2 • 

F(*0 — F'(x')4 -f- F'(x') - • • 

Or, on peut faire h assez petit pour que le terme du pre- 
mier degré en h l’emporte sûr tons les autres (*) et donnç 
par conséquent son signe à la variation totale de F(x'); et * 
comme dans les deux développemens ce terme du premier degré 
est de signe différent, la fonction anrait cru dans un cas et - 
décru dans l’autre. Il n’y aura donc ni maximum ni minimum 
pour F(x') si ce terme ne disparait pas. Une condition 
commune aù maximum et au minimum est donc F*(x^ = o. 

Si F"(x') n’est pas nul , les deux aocroissemens de F'(x') sont 
de même signe pour les valeurs de h depuis o. jusqu’à une li- 
mite qui peut être très voisine de o, et il y aura maximum • 

si F"(x / ) dont dépend le signe de l’accroissement est négatif, 

- et minimum s’il est positif. . 

Par une raison semblable,* si on avait F"(x') = o, il fau- 


(*) Soit en effet une série indéfinie . 

■ V Aà + BA'-f-Cà’-t-DAt.... 

Elle peut se mettre sous la forme A(A-f-BA+.CA»-)-DA J . ..) 

Or, l'hypothèse h — o anntillant bs termes B A, CA* , DA’. .. , et par suite 
leur somme, on conçoit qu’il est possible de faire A asseï petit pour que celte 
tomme soit moindre que toute grandeur donnée, et par conséquent moindre 
qus A : d’où il résultera que AA sera moindre que la somme BA*4-CA’-+-clc. 
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«Irait, pour qu*il y eût ma xi ni uni ou minimum, qu’on eût 
aussi F*(x')*a= o, et le signe de F'’(x') déterminerait lequel 
des deux a lieu-, et ainsi de suite. D’où résulte cette règle : 

Pour trouver les maxima et minima d' une fonction d's. , 
égalez sa dérivée à o, les valeurs d’x conviendront si elles 
rendent nulles un nombre impair quelconque de dérivées suc- 
cessives , et devront être rejetées dans le cas contraire. Il y 
aura maximum si la première dérivée qui ne s'annulle pas de- 
vient négative par leur substitution ; il y aura minimum si 
elle devient positive. Nous supposons dans tout ce qui précède 
qu’aucun coefficient ne devient infini. Nous sortirions des bornes 
que nous nous sommes prescrites en entrant dans les détails 
nécessaires à ce sujet. Cette théorie se trouvera complétée dans 
le calcul différentiel, et les élèves pourront consulter sur ce 
point les Traités de Lagrange et de Lacroix. 

. Exemple. Scrit proposé de partager un nombre » en deux 
parties dont le produit sdit maximum. Soit x l’une des* par- 
ties, l’autre sera *t — x , et le produit *r — x*$ la première 
dérivée égalée à o donnera * — ax = o, d’où x = î<e. La se- 
conde dérivée étant négative, x = j » rend le produit un 
maximum. 

Cela tait voir que le plus grand rectangle que l'on puisse 
faire avec. un périmètre donné est le carré; et que le plus petit 
périmètre d’un- rectangle dont la surface est constante a lieu 
dans le cas du carré. 

42 . Problème. Trouver les maxima et minima d'une fonction 
de m variables entre lesquelles on a (m — 1) équations. 

Soit la fonction proposée F(x j y , z, . . .). 

Puisqu’on a m — 1 équations entre x , y, on peut re- 

garder y, z ... u , comme des fonctions d’x- , et appliquer à 
F (x,y, . . . u) les principes relatifs aux fonctions d’une seule 
variable. On prendra donc sa dérivée en traitant y, s, ... u, 
comme des fonctions d’x , dont les dérivées seront déterminées 
comme nous l’avons déjà vu au moyen des m — 1 équations don- 
nées : le reste s’achèvera comme dans le cas d’une seule variable. 

Exemple. Trouver le maximum ou le minimum de la somme 
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des puissances m Um “ de deux nombres , dont on connaît la 
somme des produits par des nombres donnés a , b. Soit c la 
somme donnée , on aura ax -f- by = c, et il faudra trouver le 
maximum ou minimum de x m -f- y”. La dérivée de y étant dé- 
signée par y , on aura par ce qui précède , -f- my m ~'y'= o, 

et l’équationvzx by — c , donnera 

a+6/=o; d’ou = o , et x —y 

Ce qui ne donne pour x et y que les seules valeurs réelles 

c Vb cl /a 

• y ~ ~ ~ i x — — — . 

* — ■_ m— i m— i b — ( 

a\Za-}-b\/b a\/a-^-bÿb , 

La seconde dérivée de x m +y" devient, en observant que la 
dérivée dej/ est nulle, 

. m(m — i )x m-î 4-m(m — i )y«*-*y». 

Reportant pour x et y leurs valeurs qui sont positives , le 
signe de cette expression ne dépendra que de celui de m(m 1 ). 

1 . Si m est positif et plus grand que 1 , on a alors un mi- 
nimum. 

2 . Sim est positif et plus petit que î , on a un maximum. 

3“. Si m est négatif , on a un minimum. 

Problème. Trouver les maxima et minima d’une fonction 
de deux variables indépendantes. Soit la fonction F(x , y) , e t 
x >y » les -valeurs auxquelles correspond un maximum ou un 
minimum. Substituant kx et y, x'+ h , y'+ k , h et k étant 
deux indéterminées quelconques, la fonction deviendra 

?(*', /) + F \x')h + FV) 

3 
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Or , comme le signe de l'accroissement, tle F(x', y') , dépend 
des termes du premier degré , et doit rester le même lorsque h 
et k changent de signe , on aura pour condition commune au 
maximum et au minimum F'(x') = o, F'(y') — o. 

Les termes du second degré détermineront alors le signe de 
l’accroissement; or, leur somme peut se mettre Sous la forme 


La première condition sera que ce trinôme reste de même 

signe , quel que soit ^ , sans quoi il n’y aurait ni maximum , ni 

minimum; ses racines devront donc être imaginaires; ce qui 
donnera cette troisième condition commune P“<^F'’(y)xF"(x'). 

'Enfin , le signe du trinôme se reconnaîtra au signe du premier 
terme, de sorte qu’il suffira pour le maximum , que F* (y') <] o 
et pour le minimum que F*(_y') o ; ce qui entraîne les mêmes 

conditions pour F"(x')‘, en vertu deF"(^') X (F* (a/) > P*. 

Si tous les termes du second degré s’évanouissaient , il faudrait 
qu’il en fût de même de ceux du troisième , et que le polynonie 
du 4* degré eût toutes ses racines imaginaires ; et ainsi de suite. 

43. Problème. Trouver les maxima ou minima (Tune fonc- 
tion de m variables , entre lesquelles on a m — 2 équations. 

Les (m — 2 ) équations permettent de regarder .(m — 2 ) va- 
riables, comme fonctions de deux indépendantes x et^, et on 
rentre dans le cas précédent. Les dérivées partielles successives 
de la fonction proposée renfermeront les dérivées partielles des 
( m — 2 ) variables par rapport à x et y , qui se déduiront des 
(m — 2 ) équations données. 

Nous allons offrir quelques applications de ces problèmes 
généraux. 

Problème. Trouver la plus courte distance de deux droites 
non situées dans un même plan. 


Soient les équations de ces droites 


y =ûs-fC, 


x=a'z-j-ct' 
y =û's-fC, 


1 
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Soient x,y, z, et x", y', a" les coordonnées de deux points pris 
respectivement suf chacune d’elles , le carré de. leur distance 
sera (x — x"/ 4 - (y — y")' + (z — z") 1 . 

Dans ce cas-ci on peut éliminer facilement les quatre indé- 
terminées x, y , x" , y" , et cette expression deviènt 


( az+ct — a'z ’ — et') 1 -f- (bz -fr ff b'z" — C) 1 -f- (* — a")*. 

Egalant à zéro les dérivées par rapport à z et z" , il vient 

aa(az-\-et — ciz — a!) + lb{bz-\-Ç — b’ z" — — z")=o, 

2a'(az-H* — az — a.') -j-abfbz- f-ff — b'z — »') -f- p(z — z 1 ') — O; 

ou bien endivisant par 2 et remettant les valeurs de x , y, x n ,y" 
puis divisant par z — z , 





z — z 


1/ 


m 


O. 


Equations qoi expriment que la droite qui passe par les 
points x ,y,z et x",y",z" est perpéndiculaire sur les deux pre- 
mières. Les joignant aux quatre équations données, on détermi- 
nerait les deux points de rencontre, et par suite leur distance 
La seconde dérivée par rapport à z est 2 (x + a 1 -j-5*) , celle 
par rapport à z" est 2 (î -f- a ' 1 -J- b' ü ) , et la dérivée par rapport 
à z" de la première par rapport à z est — 2(1 + aa! -j- bb'). Les 
soumettant aux conditions assignées précédemment , on recon- 
naîtra sans peine que la distance est un minimum. 

44. Probixme. Trouver le maximum ou le minimum d’une 
fonction implicite liée à m variables par m ou m — 1 équa- 
tions. Soit u la fonction; . • 

i° Si l’on a m équations 

F(r, y,z...^)=o, F ,{x,y, z u) — o F ()n _ 1) ( x,y,z....u ) =0, 

u peut alors être considéré comme fonction d’une seule va- 
riable indépendante x, et il ne s’agit par conséquent que de 
déterminer ses dérivées successives par rapport à x; ce qui a 
été enseigné dans la théorie des dérivées. 

Donnons-en quelque* exemples. 

3 .. 


v 
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Probi.èks. Trouver le maximum ou le minimum de l'ordon- 
née de la courpe dont l’équation est y* + bx -{- c = oé 

Désignons par y la dérivée tPy par rapport à .r, on aura 


ayÿ -4- 2 x + ■oÿ if-b = o. 


Or, ilfaut que_ÿ' =o; il reste donc ax-f- b—o, cToù x = — -, 


<et par suite 



On voit facilement parla valeur x=— - que les deux 

points sont sur la perpendiculaire abaissée du centre du cercle , 
lieu de l’équation donnée. Des deux valeurs d'y, l’une donne 
un maximum, l’autre un minimum; c’est ce qù’ou trouvera 
sans difficulté. 

Problème. De tous les points d’un plan qui sont également 
éclairés par deux points lumineux pris dans le même plan , 
trouver ceux qui sont les plus éloignés de la droite qui joint 
les points lumineux . 

Soient D et E ( fig. 7) les distances d’un point M également 
éclairé aux deux points lumineux A et B dont les intensités à la 
distance 1 sont m*-, ra 4 . L’action de ces lumières sur M sera pour 

la première ^ , et pour la seconde ; et comme il doit 

recevoir la même quantité de lumière de A et B, on aura ' 

m n _ • ^ 

jj = £ , ou mE = nD. 


Appelant x,y, a , les distances AP, MP, AB, on a 


D *=y + *S.y* + (a — *)* = E»; 

et il faut trouver le maximum d’_y, ayant trois équations et 
trois variables étrangères E, D, x. 
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Dérivant les trois équations en considérant ces trois va- 
riables comme fonctions- d’x , il vient 

mE' = n D', DI/ —y y' -f- x , EE' —y y' — (a — x) ; 

d’où l’on tire facilement par l’élimination, 

• ' , Eux — Dmx -f- Dam 

y — Dy — Enÿ ’ ' 

et pour le maximum on aura Enx — Dmx -f- Dnm = o, 
qui , jointe aux trois proposées , déterminera D, E, x,y. 

On trouvera immédiatement une équation enx seul, en re- 
portant dans la dernière la valeur E = — D , et l’ou aura 
r m 

m 1 — il* 


la substituant dans les autres équations, on tirera 


y 


nrrtrt 



Le point et sa distance à la droite se trouvent déterminés par 
là, et l’on verra facilement que la valeur positive d’y est un 
maximum et la négative un minimum : cette dernière serait 
aussi un maximum si l’on faisait abstraction de son signe. 
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' LIVRE IL . 

• • 

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LA GÉOMÉTRIE. 

CHAPITRE PREMIER. 

Des quantités géométriques en général. 

45. Les objets de la nature font naître eh nous les idées 
d’étendue et de forme. Nous lions d’abord intimement ces idées 
aux corps dont nous les recevons; mais bientôt notre esprit les 
en sépare, les isole, et les conçoit indépendamment des objets 
matériels qui leur ont primitivement donné naissance. 

Les grandeurs et les formes deviennent alors pour nous, des 
êtres d’imagination auxquels nous supposons une exactitude et 
une régularité qui ne se trouvent pas dans la nature. Nous les 
considérons indépendamment des propriétés pbyf^ues de la 
matière; et les conséquences auxquelles nous parvenons en les 
comparant' entre elles s’appliqueront avec d’autant plus de jus- 
tesse aux objets réels, que ces objets se rapprocheront davan- 
tage de cette exactitude idéale. 

L’étendue étant ainsi dégagée de toute idée de matière, nous 
ne voyon's rien qui puisse y fixer des bornes absolues , et notre 
imagination la conçoit indéfiniment prolongée dans tous les 
sens. 

Si nous nous figurons une portion finie quelconque de cet 
espace indéfini, elle nous donne l’idée de forme par la manière 
dont elle est terminée; nous nommons cette portion volume, 
et surface la limite de son étendue en tous sens. 
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Si l’on imagine maintenant une portion finie de surface, elle 
sera terminée d’une certaine manière ; la limite de son étendue 
est ce qu’on appelle une ligne. 

Enfin, l’on peut concevoir une portion quelconque de ligne : 
elle aura ses limites ou extrémités qui ont reçu le nom de points. 

La surface n’étant que la limite du volume, n’a donc pas une ' 
étendue de même nature que celle du volume; la ligne qui n’est 
que la limite d’une surface n’a pas non plus une étendue de 
même nature que le volume ni que la surface : enfin le point, 
ou la limite d’une ligne, n’offre l’idée d’aucune espèce d’éten- 
due. D’où il suit que sous le rapport de l’étendue, on ne pourra 
comparer des volumes qu’avec des volumes , des surfaces qu’avec 
des surfaces, des lignes qu’avec des lignes. Quant aux points, 
n’ayant aucune espèce d’étendue , ils ne sauraient être consi- ■ 
dérés sous ce point de vue. 

L’ensemble des rapports qui se déduisent de la comparaison 
de ces diverses espèces d’étendue, de leurs formes et de la posi- 
tion des surfaces, des lignes et des points qu’on y peut consi- 
dérer, constitue la science qu’on nomme Géométrie. 

46. Dans la Géométrie, comme dans toute, autre science, il 
faudra partir d’idées premières dues uniquement aux sensations 
et à l’expérience. La première chose à faire est donc de choisir 
ces idées élémentaires; et tout l’art consistera ensuite à y ra- 
mener toutes les autres et à en déduire tous les rapports qu’elles 
peuvent avoir entre elles. 

Parmi les lignes, la plus simple est la ligne droite. Des expé- 
riences journalières nous en donnent la sensation ; nous la voyous 
dans la tension d’un fil flexible, dans la manière dont les corps 
nous envoient la lumière , etc. ; à cette idée de forme s’en joignent 
d’autres accessoires, coruïne, par exemple, d’un point à un autre 
on ne peut mener qu’une seule ligne droite , et qu’elle est plus 
courte que toute autre ligne terminée aux deux mêmes points. 

Lne ligne composée de plusieurs droites se nomme ligne 
brisée; et toute ligne qui n’est ni droite ni brisée est appelée 
ligne courbe, ou courbe. 

hj. Parmi les surfaces, il en est une qui occupe par sa sim- 
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plicité le même rang que la droite parmi les lignes. Cette surface 
est le plan, et sa propriété fondamentale consiste en ce que 
toute droite quia deux points communs avec elle s’y trouve com- 
prise dans toute son étendue, en les supposant l’une et l’autre 
indéfiniment prolongées. On a coutume de définir le plan par 
cette propriété, et d’admettre alors à priori qu’il peut exister 
une surface de ce genre : or il est très- important de n’admettre 
ainsi que le plus petit nombre possible d’idées primitives, et je 
crois qu’on peut s’en dispenser pour le plan et le ramener de la 
manière suivante à la notion de la ligne droite, et à quelques 
principes simples de superposition qui ne renferment nullement 
l’Idée de plan ni même de surface. 

On nomme triangle la figure déterminée par trois droites qui 
joignent deux à deux trois points non en lijjne droite. Or on 
prouve immédiatement par la superposition que deux triangles 
qui ont un angle égal (*) compris entre deux côtés respective- 
ment égaux peuvent être appliqués l’un sur l’autre de manière 
à coïncider dans toutes leurs parties. Je dis de plus que si , toutes 
choses égales d’ailleurs, l’angle compris est différent , le troisième 
côté sera différent. En effet , soit ABC ( Jig. 6) le premier triangle 
et AC , AB les côtés égaux aux correspondans du second ; trans- 
portons celui-ci de manière que le côté égal à AC coïncide 
avec AC, et qu’en même temps le côté AM égala AB coupe la 
direction BC, en les prolongeant l’un et l’autre s’il est néces- 
saire. Parvenus à ce point , on rentre dans 1a démonstration de 
M. Legendre, et elle s’achève sans qu’il soit 'besoin d’introduire 
aucunement l’idée de surface ; et on en conclut immédiatement 
cet autre théorème, que deux triangles peuvent être supçrposés 
exactement quaud ils ont les trois côtés respectivement égaux. 

Cela posé, imaginons que par un point d’une droite on élève 
une perpendiculaire , et qu’on fasse prendre à cette dernière 


(*) On dit que deux droite» qui se coupent font entre elles le même angle 
que deux autres, quand on peut, en les transportant sans changer leur posi- 
tion relative, faire coïncider leurs directions respectives avec celles des deux 
autres. . 


Digitized by Google 



( 4. ) 

toutes les positions possibles autour de ce point sans cesser d’ètre 
perpendiculaire à la première droite, elle engendrera une sur- 
face par cette continuité de positions successives; je dis que 
cette surface jouira de la propriété que si l’on en joint deux 
points quelconques par une ligne droite, cette droite y sera 
comprise dans toute son étendue. En effet, soit B ( Jig . 1 ) le point 
choisi sur la ligne donnée, et A et C deux points pris sur elle à 
égale distance de B , chaque point de la perpendiculaire mobile 
sera également distant de ces deux points. Soient deux points 
quelconques M, N, pris sur deux perpendiculaires; si on les joint 
par une droite, qu’on en prenne un point X, et qu’on mène 'la 
droite BX , je dis qu’elle sera perpendiculaire sur AC. En effet, 
MA=MC, NA=NC; donc les deux triangles AMN , CMN sont 
égaux; leurs angles en N sont donc égaux ainsi que leurs supplé- 
mens; donc les deux triangles ANX, CNX seront égaux, donc 
AX=CX ; les deux triangles égaux ABX, BCX, prouvent 
que 11X est perpendiculaire" sur AC, et que par conséquent le 
point X est sur la surface en question. Cette surface est celle que 
nous avons nommée plan. 

Je dis maintenant qàe par trois points non en ligne droite 
on peut toujours faire passer un plan , mais un. seulement. 

Soient en effet les trois points A , B, C (Jig. a); on conçoit 
d’abord que si l’on fait passer un plan par deux d’entre eux , ce plan 
ne sera pas déterminé de position et pourra toujours être amené à 
passer par le troisième. Supposons donc deux plans passant par 
A, B, C, et contenant par conséquent les trois droites qui joi- 
gnent ces points deux à deux : soit M un point quelconque de 
l’un d’eux; si on le joint par une droite à un point quelconque D 
de AC, la ligne MD sera tout entière dans le premier plan , et 
par conséquent rencontrera quelque part en E la droite inter- 
médiaire AB qui s’y trouve aussi comprise : niais les deux points 
D et E étant aussi dans le second plan, la droite indéfinie DE 
s’y trouvera pareillement, et par conséquent aussi 1» point M. 
Tout point de Pun quelconque des plans appartient donc aussi ’ 
à l’autre : ces deux plans coïncident donc entièrement. 

Il résulte de là que tout plan peut cire engendré de la manière 
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indiquée précédemment. Car cette génération produit une sur- 
face telle, qu’eu joignant deux quelconques de ses points à volonté 
par une droite , cette droite s’y trouve comprise tout entière , 
et nous venons de faire voir que deux surfaces de ce genre 
peuvent toujours coïncider. On peut donc indificremment dé- 
finir le plan par la propriété énoncée d’abord ou par la géué- 
ration que nous avons indiquée à la suite. 

Il résulte encore de ce qui précède, que les deux côtés d’un 
plan sont tout-à-fait identiques ; car nous avons fait voir que 
tout plan pouvait coïncider sur un autre sans considérer lequel 
de ses deux côtés on appliquait sur celui-ci •: ces deux côtés sont 
donc entièrement semblables, puisqu’ils peuvent successivement - 
coïncider avec une même surface. 

Deux droites qui se coupent, et en général tontes données où 
il se trouvera trois points non en ligne droite, détermineront la 
position d’un plan. Mais il ne sera pas toujours possible de trouver 
un plan qui passe par tous les points donnés quand il y en aura 
plus de trois. Ce que l’on peut faire pour deux droites qui se 
coupent devient impossible dans un grand nombre de cas pour 
deux droites qui ne se coupent pas : car on peut concevoir une 
ligue qui soit dans un plan et une autre qui perce ce plan sans 
rencontrer la première. Or aucun plan passant par celle-ci ne 
pourra passer par la seconde ; car il contiendrait le point où 
elle perçait le premier plan, et se confondrait par conséquent 
avec lui; les deux droites auraient donc été dans ce premier 
plan , ce qui est contre l’hypotlièse. 

Toute surface composée de plans se nomme surface polyèdre , 
et toute surface qui n’est ni plane ni composée de plans se nomme 
surface courbe. 

48. Dans un même plan, deux droites indéfinies peuvent ’ 
avoir deux positions relatives bien distinctes; elles peuvent se 
rencontrer, elles peuvent aussi n’avoir aucun point commun 
dans leun étendue illimitée, et dans ce dernier cas, elles sont 
dites parallèles. 

l.es droites qui se courent peuvent avoir une infinité de po- 
sition; relatives; elles peuvent s’écarter plus ou moins les unes 
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des autres, et c’est ce que l’on appelle faire des angles plus ou 
moins grands. . " 

Ainsi, les lignes AC, AD, AE [fig- 8), qui vont en s’écartant de 
plus en plus de AB , font avec elle des angles de plus en plus 
grands. Rien n’est plus facile que de comparer la grandeur de 
deux angles : on les transporte l’un sur l’autre; si leurs côtés coïn- 
cident en direction , ces angles seront égaux ; sinon le plus grand 
sera celui qui comprendra l’autre entre ses côtés, comme DAB 
par rapport à"CAB. • 

L’idée de l’égalité entraîne immédiatement celle du rap- 
port quelconque : deux angles sont entre eux comme m est 
à n, lorsqu’ils contiennent un même «ingle, l’un m fois, l’autre 
ri fois. Enfin , les angles sont des quantités susceptibles d’être 
comparées comme toutes les autres sous le rapport de la 
grandeur. ' 

Quant à la position de parallélisme , elle a offert aux géo- 
mètres des difficultés qui n’ont point encore été levées, et qui 
ne le seront peut-être jamais de la manière qu’ils paraissent le 
désirer. Si ou définit les parallèles, des droites'qui situées dans le 
même plan ne peuvent jamais se rencontrer, on ne peut dé- 
montrer qu’elles sont perpendiculaires sur une même ligne, et 
si on les définit par la conditioh «l’être perpendiculaires sur une 
même ligue dans un même plan, on ne peut prouver que deux 
lignes qui ne se rencontrent pas sont parallèles. Toute diffi- 
culté disparaîtrait si l’on pouvait démontrer que par un point 
pris dans le plan d’une droite on ne peut mener qu’une seule 
ligne dans le même plan qui , prolongée indéfiniment, ne ren- 
contre pas la première. Cette proposition faute de démonstra- 
tion a été admise d’elle-même, au grand regret de beaucoup de 
géomètres qui regardent encore la théorie des parallèles comme 
incomplète ; mais si on les satisfaisait sUr ce point , ils se rejet- 
teraient sur la ligne droite, demanderaient qu’on en démontrât 
les propriétés premières , et regarderaient jusque là les bases de 
la Géométrie comme . inexactes. Enfin ils pousseraient toujours 
leurs demandes au-delà des réponses, parce qu’on ne démontre 
■rien sans sc fonder sur quelque chose, et que par conséquent 


Digitized by Google 



•( 44 ) . ! 

■vouloir tout démontrer est une chose non pas difficile -à exécu- 
ter, mais qui implique contradiction. 

Le parallélisme des plans offre les mêmes difficultés que celui 
des droites , puisqu’il s’y ramène immédiatement ; mais il n’en 
offre pas de nouvelles , et la première théorie admise , la se- 
conde s’ensuit sans difficulté ; pour cela on commencera par 
démontrer que deux plans perpendiculaires à une même droite 
ne peuvent se rencontrer ; pour faire voir ensuite que tout autre 
plan mené paf l’un des points de rencontre avec la droite, ren- 
contrerait les deux premières, on fera passer un plan quel- 
conque par cette droite; il coupera les trois plans suivant trois 
droites dont deux seront perpendiculaires à la proposée, et dont 
la troisième coupera par conséquent chacune des deux pre- 
mières, ce qui prouve que le troisième plan coupera chacun des 
deux autres. De là dérive sans peine toute la théorie du paral- 
lélisme dans l’espace. 

4g. Les plans offrent les mêmes positions relatives que les 
lignes; ils peuvent se rencontrer , et forment alors une nouvelle 
espèce d’angle doht la mesure se ramène, comme nous le di- 
rons plus tard, à celle de l’angle rectiligne ; ils peuvent être ren- 
contrés par des droites, et donner lieu à un troisième genre d’incli- 
naison qui se ramène encore au premier ; il peuvent être paral- 
lèlescnt re eux , c’est-à-dire ne pas se rencontrer quelque loin qu’on 
les prolonge ; enfin ils peuvent être parallèles à des droites. 

0 

CHAPITRE II. 

Des dimensions de l'étendue . 

5o. En remontant à l’ctymologie du mot, on doit entendre 
par dimension d’un objet les élémens qui servent à déterminer 
sa mesure; c’est sous ce point de vue seulement qu’on peut s’en 
faire une idée nette et précise. 
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Les rectangles se mesurant par le moyen de leur base et de 
leur hauteur, ces deux lignes en seront les dimensions. Les pa- 
rallélépipèdes rectangles se mesurant par les trois arêtes conti • 
guës, ces trois lignes en seront de même les dimensions. Quant 
aux lignes droites, ne se mesurant que par elles-mêmes, elles 
sont leurs propres dimensions. 

C’est ce qui a fait dire que l’étendue avait trois dimensions, lon- 
gueur, largeur et profondeur : que les lignes n’én avaient qu’une 
seule , les surfaces deux et les volumes trois. Mais cette idée 
posée à priori et comme début dans la Géométrie , ne peut offrir 
à l’esprit rien de clair ni de satisfaisant. Où trouvera-t-on la lon- 
gueur, la largeur et la profondeur d’un corps irrégulier jet si on lui 
accorde trois dimensions, n’en aura-t-il pas une infinité, puis- 
qu’aucune direction n’a rien déplus remarquable que lesautres? 
De plus, pour quoi supposerait-on que les dimensions fussent 
perpendiculaires entre elles. Si Uon se guide sur la forme , la 
hauteur, et la longueur d’un parallélogramme, ne -seront-elles 
pas ses deux côtés contigus; et si l’on se fonde sur l’idée de 
mesure , pense- t-on que celle de tous les volumes soit détermi- 
née par leurs trois dimensions , . quelque chose que l’on veuille 
entendre par là ? ' » 

. La seule chose à remarquer pour les surfaces et les volumes 
c’est que leur mesure peut toujours se ramener à des produits 
de deux et de trois lignes , ce qui donne ce même nombre de 
dimensions algébriques à leur expression analytique. Mais cela 
revient à dire qu’on peut concevoir des rectangles ou des paral- 
lélépipèdes qui leur soient équivalens , et où trouver dans ces 
nouvelles figures les dimensions des premières qui ne leur 
ressemblent en rien? 

Au reste , de quelque manière qu’on envisage les dimensions, 
on n’en parviendra pas moins aux mêmes résultats , et la science 
n’en souffrira nullement. Si donc nous avons un peu Insisté sur 
ce point, c’est que la formation de l’esprit est plus importante 
encore que la Géométrie , et que les idées fausses ou incom- 
plètes, quelque petite que paraisse leur importance réelle, ont 
toujours une influence funeste sur son développement,' 



CHAPITRE III. 


Del' égalité dans les quantités géométriques. 

Si. On dit que deux quantités géométriques sont égales 
r lorsque la seconde n’est autre chose que la première qui aurait 
changé de place sans que. rien fût changé en elle; d’où il 
suit que chaèune d’elles peut être amenée, par un déplace- 
ment convenable, à occuper le même espace que l’autre. 

Il résulte de là que pour s’assurer si déux quantités sont 
égales, il faut voir s’il est possible de transporter l’une de 
manière qu’elle coïncide avec l’autre dans toutes ses parties , 
ou en d’autres termes, si elles sont superposables. Il est bien 
entendu que les volumes sont dépouillés de toutes les proprié- 
' tés physiques , sans lesquelles on ne les trouve pas dans la na- 
ture , mais dont ils sont indcperulans dans tous les rapports dont 
s’occupe ht Géométrie. Ainsi la résistance et l’impénétrabilité 
de la matière ne gêneront en rien les superpositions des vo- 
lumes , puisqu’il ne s’agit que de l’espace figuré et non ma- 
tériel. 

Après l’égalité absolue ou de superposition, la plus féconde 
en applications est l’égalité en grandeur indépendamment de 
la forme; on lui a donné le nom particulier à’ équivalence. 
Ainsi dfeux lignes seront équivalentes lorsqu’elles auront la 
même étendue en longueur sans pouvoir être superposées ; 
deux surfaces seront équivalentes lorsqu’elles renfermeront la 
même quantité de parties superficielles sans avoir la même 
forme; c’est ce qui arrivera lorsque de deux surfaces égales 
on retranchera une même surface à des places différentes ; 
il est évident qu’il restera de part et d’autre la même quan- 
tité superficielle, et que cependant la coïncidence ne sera 
plus possible. II en serait de même des volumes. 
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L’égalité en périmètre a aussi reçu un nom particulier ; 
deux figures entre lesquelles elle existe sont dites isopéri- 
mètres; ce rapport peut donner lieu à un grand nombre de 
problèmes curieux , mais il est lieaucoup moins fécond en con- 
séquences que les précédons qui sont la base de toutes les 
comparaisons des grandeurs géométriques. 

Outre ces diverses sortes d’égalité partielles, il eu est une 
autre qui, par son impoi tance, mérite une attention parti- 
culière et que nous allons traiter séparément. 

De la Similitude. 

5a. On fait ordinairement consister la similitude de deux 
quantités géométriques dans l’égalité des inclinaisons et des 
rapports des lignes ou des faces homologues et l’identité de 
leur disposition. Cet énoncé renfermant des conditions sura- 
bondantes , c’^st-à-dire qui sont des conséqhences nécessaires les 
unes des autres , on a cherché une définition qui renfermât toutes 
lès conditions qu’on voulait remplir, mais qui ne renfermât 
qu’elles seules. Les uns ont voulu écarter la considération des 
angles et n’introduire que des longueurs; ils ont appelé figures 
semblables celles où il y avait égalité entre les rapports des 
lignes nécessaires à la détermination de chacune d’elles; mais 
il 'restait à chercher combien de lignes étaient nécessaires à la 
détermination des figures r et la difficulté n’était pas diminuée. 
D’autres ont d’abord défini la similitude pour les triangles 
et les tétraèdres, et ont appelé semblables les figures ou solides 
dont tous les points homologues sont les sommets de triangles 
ou de tétraèdres semblables ayant des bases constantes et sem- 
blables; mais cette définition a l’inconvénient de ne pas renfer- 
mer dans un seul énoncé la similitude des tétraèdres et des autres 
solides; de plus il y manque encore des conditions relatives à la 
disposition des tétraèdres ou des triangles, sans quoi elle n’en- 
traînerait pas la similitude. Je crois que l’on pourrait éviter 
tous ces inconvéniens en adoptant la définition suivante : 

Deux quantités géométriques sont sf.miu, abi.es, lorsqu'elles 
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peuvent être placées de manière qu'en joignant un point Jixe 
avec tous les points de l'une d'elles, on obtienne tous ceux de 
P autre en prolongeant ces rayons dans un rapport constant. 

De cette définition suivront immédiatement toutes les pro- 
priétés des quantités semblables. On reconnaîtra facilement les 
deux plus importantes, savoir, qu’en joignant leurs points ho- 
mologues, les ligues résultantes seront également inclinées 
entre elles et dans le rapport constant des rayons. Toutes les 
autres s’en déduiront, comme on peut le voir dans tous les 
traités élémentaires, tant pour les lignes que pour les surfaces 
et les volumes. 

•Le point d’où partent les rayons se nomme centre de simi- 
litude; le rapport constant des lignes se nomme rapport de 
similitude. Si l’une des figures se transporte parallèlement à 
elle-même d’une manière quelconque dans l’espace, le centre 
de similitude se déplacera en meme temps, mais leTapport 
de similitude restera constant , parce qu’il est égal à celui de 
deux lignes homologues des deux figures,. et que ces lignes ne 
changent pas de grandeur. 

53. Si, au lieu de prolonger les rayons, on les portait en 
sens contraire à partir du centre de similitude, la seconde 
figure serait encore semblable à la première, dans le cas où 
elles seraient planes, parce qu’elle rentrerait dans le premier 
cas en lui faisant faire une demi-révolution autour du centre J 
mais la même chose n’aurait plus lieu si tous les points n’é- 
taient pas dans le même plan ; les faces seraient respectivement 
semblables et également inclinées, mais leur disposition serait 
inverse et il n’y aurait plus similitude. On désigne ce nou- 
veau rapport sous le nom de similitude inverse : il est pour 
les surfaces semblables ce que la symétrie est pour les sur- 
faces égales, et deux surfaces inversement semblables sont 
telles , que l’une quelconque est semblable à la surface symé- 
trique de la seconde. 
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CHAPITRE IV. 

Sur la résolution des questions géométriques. 

54. "En Géométrie, comme en tonte autre science, les ques- 
tions ne peuvent se présenter que sous forme de théorèmes 
ou de problèmes. Un problème aura pour objet d’effectuer une 
construction d’après les rapports que doit avoir la chose à 
construire avec des choses données: pour y parvenir, on cher- 
chera à ramener la construction demandée à une autre plus 
simple, celle-ci à une plus simple encore, jusqu’à ce que l’on 
en obtienne une que l’on puisse exécuter immédiatement. 

11 y a deux choses à considérer dans la résoBition d’un pro- 
blème, la liaison des constructions et le dessin. Nous ne nous 
occuperons dans ce morrtent que de la première, et nous regar- 
derons un problème comme résolu quand nous pourrons' Je 
proche en proche le ramener aux constructions élémentaires 
que l’on sait immédiatement effectuer. 

Dans le choix de ces constructions élémentaires, on a dé 
considérer deux choses, la simplicité de leur composition et 
la facilité avec laquelle elles pourraient être exécutées au moyen 
des instrumens graphiques. Les seules lignes que les géomètres 
anciens et modernes aient voulu reconnaître comme élémens 
de leurs constructions sont les droites et les cercles, et ils re- 
gardaient comme non résolu tout problème qui aurait exigé 
que l’on traçât une autre courl>e quelque simple qu’elle fût 
d’exécution : c’est ainsi qu’ils nous ont laissé à résoudre le 
problème de la trisection de l’angle, de la duplication du 
cube, etc. Cependant Newton s’est un peu affranchi de cette 
contrainte et a donné des solutions dans lesquelles il fait 
entrer des conchdides , courbes très simples, mais cependant 
moins faciles à décrire que la ligne droite et le cercle. 

Le même embarras n’existe pas dans la démonstration des 
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théorèmes : connue on a pour unique but de démontrer fa 
vérité d’un rapport désigné et non d’exécuter graphiquement 
ce qui y est relatif, on reste entièrement dans les abstrac- 
tions, et l’on peut ranger dans la même classe toutes les 
choses démontrées possibles, quelqbe difficulté que puisse offrir 
leur exécution : il ne s’agit que de ce qui est, et non de ce que 
l’on peut faire. • 

55 . Quant à la marche à suivre dans la résolution des pro- 
blèmes, il est difficile’ de rien dire de général à cet égard sans 
tomber dan* le vague. Il est évident d’abord que pour aper- 
cevoir comment les conditions données déterminent ce que 
l'on cherche, il faut étudier toutes ces conditions séparément, 
puis dans leur ensemble; et comme elles n’existent ensemble 
que quand la construction demandée est exécutée, on s’ex- 
prime ordinairement en disaut qu’on suppose le problème 
résolu. Mais après cela , si l’on veut chercher comment les 
diverses parties de cette construction dépendent les unes des 
autres et se ramènent à un petit nombre d’entre elles, et 
comment celles-ci se ramènent à d’autres- connues, c’est ce 
que l’on ne pourra faire que quand la nature de la question 
sera déterminée, et il serait inutile de chercher à cet égard 
des règles générales. 

Il en est de même de la démonstration des théorèmes-, dire 
qu’il faut les ramener à d’autres plus simples , c’est à peu de 
chose près ne rien dire : on ne peut indiquer de marche positive 
que quand on désigne au moins le £enre de la proposition. 

Or, moins il est possible de prescrire de règles générales, 
plus il est nécessaire de faire des recherches particulières, et 
c’est peut-être dans la .Géométrie que cette nécessité se fait 
le plus sentir. Nous devons donc recommander aux élèves de 
résoudre le plus grand nombre possible de questions, et sur- 
tout de les résoudre complètement et d’examiner toutes les 
circonstances particulières qui peuvent s’y rencontrer. Nous 
leur offrirons un assez grand nombre d’exercices de ce genre; 
nous y avons joint des solutions succinctes qu’il ne leur res- 
tera plus qu’à développer. . 
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Nous allons ajouter quelques observations aux généralités pré- 
cédentes et faire connaître l’avantage qu’il peut y avoir quel- 
quefois à intervertir l’ordre qui semble le plus naturel entre 
les données et les résultats demandés. 

De la marche A suivre dans la résolution de certains 
Problèmes de Géométrie. 

56. Dans tout problème graphique, on donne certaines choses 
construites, et on propose d’en construire d’autres liées d’une 
certaine manière à celles-ci. Or , il arrive souvent que lès choses 
à construire peuvent être exécutées isolément des premières» 
et que la seule difficulté consiste à leur donner la position 
qu’elles doivent avoir relativement à celles-ci. Dans tous les * 
cas de ce genre , il y a deux marches à suivre : on peut partir ’ 
des constructions données , et opérer sur elles jusqu’à ce que 
l’on ait obtenu celles que l’on demandait , et alors le problème 
est résolu : ou bien commencer par coostruire&les choses qui 
doivent avoir les rapports demandés avec lès données, et d’après 
ces mêmes rapports construire sur elles ces données ; il en ré- 
sultera un système identique avec celui que l’on cherchait, puis- 
que les données et les résultats y seront liés de la manière de- 
mandée; il ne restera donc plus qu’à en reporter les diverses 
parties au lieu oh on avait voulu que la construction fût exé- 
cutée. 

Il peut se faire que le système auxiliaire ne soit pas identique 
avec celui que l’on cherche, et lui soit seulement semblable; 
c’est ce qui arrive quand les grandeurs absolues des résultats 
ne sont pas données, et que l’on ne connaît que leurs rap- 
ports. Dans ce Cas, au lieu de reporter sur le premier système 
des partiel égales à celles du second , on les porte proportion- 
nelles, et dans un rapport déterminé par deux grandeurs ho- 
mologues quelconques. 
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CHAPITRE V. 

De la mesure des quantités géométriques. 

Ü7. INI kscrer une chose, c’est trouver son rapport à l’unité: 
toute la théorie des mesures doit dono se réduire à trouver , 
de la manière la plus simple, le rapport de deux quautités 
de meme espèce. 

Les quantités les plus faciles à comparer entre elles sont 
les nombres entiers, et c’est à eux par conséquent qu’on a dû. 
chercher à ramener toutes les autres. A cet effet, on conçoit 
l’unité portée sur la grandeur à mesurer, et si elle y est 
contenue exactement, le nombre entier qui en résulte est le 
rapport demandé. Si elle n’y est pas contenue un nombre en- 
tier de fois, on imagine les 1 deux grandeurs décomposées en 
parties respectivement égales’; le rapport des deux nombres 
entiers résultans est le rapport de la quantité proposée à celle 
qu’on a choisie pour unité, et donne par conséquent la me- 
sure de la première. 

Mais cette manière de procéder suppose qu’il existe une quan- 
tité qui puisse être contenue exactement tant dans l’unité que 
dans la grandeur à mesurer , c’est-à-dire que ces dernières aient 
une commune mesure. Or il peut arriver que deux quantités 
n’en aient pas , et alors elles ne sauraient être décomposées en 
deux nombres entiers de parties égales; leur rapport 11e peut 
donc être exprimé par celui de deux nombres entiers, ni même 
de deux nombres factionnaires; car celui-ci peut toujours se 
ramener au premier. 

Cependant, comme on ne se fait une idée nette des rapports 
des grandeurs qu’en les ramenant à des rapports de nombres , 
on est obligé dans ce cas de se contenter d’une simple ap- 
proximation, et elle est encore préférable à l’idée vague que 
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l’on sc ferait du rapport de deux grandeurs, par la simple 
connaissance qu’en donneraient les yeux et le toucher. D’ailleurs 
cette approximation peut être poussée aussi loin qu’on le dé- 
sire : car on peut partager l’unité en parties aussi petites 
qu’on veut , et en les portant autant de fois que possible sur la 
quantité à mesurer, le reste que l’on négligera étant moindre 
qu’une de ces parties , pourra devenir plus petit que toute quan- 
tité donnée, et le rapport que l’on obtiendra différera aussi 
peu qu’on le voudra du véritable. • 

Telle est la marche à suivre quand les quantités peuvent 
être comparées immédiatement par superpositions comme, par 
exemple, les lignes droites, ou les arcs de cercle décrits de 
rayons égaux. On cherche d’abord leur commune mesure par 
le procédé arithmétique du plus grand commun diviseur, et 
on en déduit, comme nous l’avons dit, leur rapport en nom- . 
bres entiers. 

Mais toutes les quantités ne se prêtent pas avec la même 
facilité aux superpositions. Ce qui se fait immédiatement pour 
les lignes droites, serait impossible, par exemple, pour les sur- 
faces de polygones quelconques. Dan» ce cas, on- cherche à 
transformer les quantités en d’autres équivalentes , qui puissent 
être plus facilement divisées en parties égales. C’est ainsi qu’on 
ramène to.us les polygones au triangle, et le triangle au rec- 
tangle, parce que deux rectangles sont faciles à décomposer en 
parties égales. 

Ayant ainsi ramené les quantités aux plus simples de leur 
espèce, on cherche s’il n’est pas possible de ramener celles-ci 
à des quantités d’une autre espèce et plus faciles à comparer. K 1 
Nous avons déjà dit que les plus commodes étaient les lignes • 
droites et les arcs de- cerelc de rayons égaux ; ce sera donc à 
ces deux espèces de grandeurs qu’il faudra tâcher de ramener 
toutes les autres. 

Les angles s’y réduisent facilement , parce qu’ils sont dans* le 
meme rapport que les arcs interceptés entre leurs ciUés et dé- 
crits de leurs sommets comme centre avec des ravons égaux. 

Le rapport de ces arcs pourra donc être pris pour celui des 
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angles, el la mesure des angles se trouve immédiatement ra-. » 
menée à celle des arcs décrits d’un même rayon. C’est ce qu’on 
exprime en disant qu’un angle au centre a pour mesure l’arc 
compris entre ses côtés : on veut dire par là que si l’on décrit 
du même rayon un cercle ayant son centre au sommet de 
l’unité d’angle , et qu’on prenne l’arc intercepté pour unité 
d’arc, 1% mesure de l’angle proposé sqra exprimée par le mémo 
nombre que celle de l’arc compris entre ses côtés. 

Les angles dièdres s’y ramènent immédiatement, parce qu’ils 
sont dans le même rapport que les angles rectilignes formés par 
les perpendiculaires à l’arête menées par un même point dans 
chacun des deux plans. 

Les arcs de rayons inégaux s’y ramèneront aussi , parce qu’ils 
sont entre eux comme les angles au centre multipliés par les 
l’ayons. I^eur rapport sera donc le produit du rapport de deux 
angles par le rapjiort de deux rayons : ce qui rentre dans les 
cas précédens. 

Les polygones» pou va ut toujours se transformer en rectangles., 
et ceux-ci étant entre eux comme les produits des nombres 
qui exprimant les rapports de leur base et de leur hauteur à 
l’unité linéaire, la mesure de toutes les surfaces rectilignes se 
trouve ramenée à celle des lignes droites. L’unité de surface que 
l’on choisit ordinairement est le quarré fait sur l’unité de lon- 
gueur’, par là, ou s’épargne la mesure de la hase et de la hau- 
teur du rectangle pris pour unité, la multiplication des deux 
nombres résultans et la division des produits relatifs aux deux . 
rectangles. Oa dit alors qu’un rectangle a pour mesure le pro- 
K duit de sa hase par sa hauteur; ce qui signifie , comme on le 
voit,.que son rapport au carré de l’unité linéaire est le produit 
des rapports de sa hase et de sa hauteur à cette même unité. 
Les volumes des polyèdres se ramènent à ceux des pyramides, 
ceux-ci aux prismes , et enfin aux parallélépipèdes rectan- 
gles , etc. , dont la mesure se ramène à celle des lignes droites. 

58. Quant à .la mesure des cercles et de leurs diverses par- 
ties, elle sc ramène à celle de leur circonférence et de leur 
rayon. Mais comme on ne connaît nas encore de moyen de ra- 
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mener le rapport d’une circonférence à une ligne droite à des 
rapports de deux arcs de cercle ou de deux droites, on est obligé 
de se borner à une approximation. Si l’on prenait un cercle 
pour unité de surface, lu mesure d’un autre cercle reviendrait 
à celle d’un carré, parce que deux cercles sont entre eux comme 
les carrés de leurs rayons ; mais alors la difficulté se retrouve- 
rait dans la mesure des surfaces qui ne seraient pas des cer- 
cles. C’est après avoir eu égard à toutes les considérations de 
ce genre qu’on s’est accordé à rapporter toutes les surfaces au 
carré : lorsqu’on veut ensuite passer à une autre unité, il 
suffit de prendre la mesure de cette unité par rapport à la 
première, et de diviser par elle toutes les premières mesures. 

Semblablement , la mesure des surface cylindriques , coni- 
ques , sphériques et de» volumes compris par ces surfaces, se 
ramène à celle des circonférences et des lignes droites, et ne 
peut par conséquent s’effectuer par des superpositions. 

La comparaison des quantités auxquelles on ne peut trouver de 
commune mesure entre elles, soit qu’elles puissent être supper- 
posces , soit que leur forme ne le permette pas, s’opère au 
moyen de méthodes particulières qui méritent une attention 
spéciale, et dont nous allons donner une idée rapide. 

Méthodes des limites et de la réduction à l'absurde. 

« 

5g. La méthode des limites ayant été exposée précédemment , 
il ne reste plus qu’à montrer comment on l’applique aux quan- 
tités géométriques. Supposons d’abord qu’il s’agisse de trouver 
la relation qui a lieu entre deux rectangles de même hauteur 
et leurs bases , quand ces bases 11 ’ont pas de commune mesure , 
sachant que les rectangles sont dans le même rapport que leurs 
bases, quand elles sont commensurables. Soient R et R' les deux 
rectangles, et a, a’ leurs bases. Imaginons un rectangle R" de 
tueme hauteur , ayant une base a" et commensurablc 

avec a ; on pourra faire approcher a" de a! autant qu’on vou- 
dra, sans cesser d’être conunensurable a\ec a, car il suffira 
pour cela de décomposer a en parties indéfiniment décrois- 
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santés, et de les porter autant que possible sur a' , le reste sera 
moindre qu’une de oes parties, et par conséquent deviendra 
-aussi petit qu’on voudra ; a" a donc a' pour limite; et par suite 
R" a pour limite R', puisque leur différence est un rectangle qui 
a pour base la différence de a à a". Or , oji a 

IV' 

R a‘ 

La relation des limites sera donc — = — . 

R a 

Deux rectangles de même hauteur sont donc toujours entre 
eux comme leurs bases. . 

Prenons un seconif exemple où les quantités puissent avoir 
une communç mesure, sans qu’on sache la découvrir. Soient 
lieux cercles de rayons différons ; on demande la relation entre 
leurs circonférences et leurs rayons. Pour y parvenir , on cher- 
chera la relation entre des quantités qui puissent s’approcher 
indéfiniment des deux circonférences ; on choisira à cet effet 
des polygones inscrits; on les prendra, pour plus de simplicité, 
réguliers ; et pour les comparer plus commodément , on leur 
donnera le même nombre de côtés. Désignant leurs périmètres 
par P , P', les rayons par R et R', on sait qu’ils satisferont à la 
relation suivante , quel que soit le nombre de leurs côtés, 

P F 

R ~ R'‘ 

Or, on démontre facilement, en circonscrivant des poly- 
gones semblables , que P et P' peuvent s’approcher autant 
qu’on veut des circonférences G, C' ; donc la relation de celles- 
ci sera 

. C_C 

R ~ R" 

Il est inutile de citer un plus grand nombre d’exemples , pour 
laire concevoir l’esprit de cette méthode, connue sous le nom 
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tic Méthode des limites. Il est clair qu’on peut l’appliquer si 
l’on veut à des quantités qui auraient une mesure commune, et 
qui seraient moins commodes à ^comparer que celles qu’on leur 
substituerait. . 

60. La seconde méthode à laquelle on donne le nom de réduction 
à F absurde , consiste à démontrer que la relation demandée est 
d’une certaine forme, par l’absurdité qu’il y aurait à supposer 
qu’elle fut de toute autre. Il faut donc assigner d’abord une 
forme à la relation , puis énumérer toutes celles qui pourraient 
êtres supposées si celle-là était fausse , et enfin démontrer pour 
chacune d’elles qu’elle est impossible. 

Ainsi dans le premier exemple cité on aurait dit : deux rec- 
tangles de même hauteur sont eutre eux comme leurs bases , 
meme quand elles sont incommensurables; car si cette propor- 
tion n’a pas lieu, on pourra en établir une entre ces trois pre- 
miers termes , et un quatrième qui sera hécessaireihent plus 
petit ou plus g^pnd que le correspondant des quatre premiers. On 
aura alors deux démonstrations à faire , et elles sont si connues 
que nous ne prendrons pas la peine de les rappeler ici. 

Quand au second exemple , on aurait commencé par avancer 
que deux circonférences sont entre elles comme leurs rayons ; 
pour cela on aurait*supposé que cette proportion fût fausse , 
et on aurait vu qu’il serait toujours possible d’eû former une 
avec les trois premiers termes et un quatrième p'ius petit ou plus 
grand que son correspondant; ce qui aurait encore conduit à 
deux démonstrations d’impossibilité. 

61. Cette dernière méthode, la seule employée par les "an- 
ciens , a été conservée jusqu’ici , dans les éléinens , avec le même 
respect que toutes les autres formes que les premiers géomètres 
employaient , faute des ressources que nous possédons aujour- 
d’hui. Examinons à laquelle des deux on doit donner la pré- 
férence. , 

La méthode de réduction à l’absurde , présentant la vérité 
Sous forme de théorème, suppose connu ee que l’on cherche ; la 
seconde indique la marche à suivre pour le découvrir ; elle est 
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donc réellement la méthode d’invention : sous ce rapport , elle 
mérite la préférence. 

Mais, non-seulement elle est supérieure sous le rapport de l.v 
marche, elle l’est encore presque toujours dans les détails. II 
est généralement plus facile de faire nn choix commode de va- 
riables , que de disposer les constructions qui doivent faire 
ressortir l’absurdité, et d’ailleurs U y a toujours plusieurs sup- 
positions à faire, qui entraînent autant de démonstrations dis- 
tinctes-, tandis que par la méthode des limites, on n’a jamais 
Qu’une seule relation à trouver , celle des variables. Il y a plus , 
la méthode de réduction à l’absurde , déjà inférieure à celle dâs 
limites dans les cas où elle peut être employée, devient inappli- 
cable quand on s’éloigne des élétnens. La simplicité des relations 
a permis d’énoncer comme théorème les rapports des cercles 
et de leurs rayons , d’autant plus qu’on s’y trouvait conduit par 
la considération des polygones inscrits, qui était aussi indispen- 
sable , comme induction , que dans la méthode des limites. Mais 
quand il s’agira d’évaluer les aires des courbes de nature quel- 
conque, ou en général de trouver des relations compliquées, 
la forme théorématique deviendra tout-à-fait déplacée, et on 
sera obligé de Revenir à la méthode des limites qui présente 
toujours un problème , et de plus entre dés quantités plu6 sim- 
ples que les proposées. Or, puisque celte dernière méthode est 
indispensable dès qu’on avance dans la science, et -qu’elle est 
déjà supérieure dans les él émeus , on doit lui donner constam- 
ment la préférence. 
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CHAPITRE VI. 

G corné trie descriptive. 

fia. Cette partie île la Géométrie a pour objet île ramener 
autant que possible les constructions dans l’espace, à des con- 
structions sur un seul plan. A cet effet on rapporte les |>oints à 
deux plans fixes perpendiculaires entre eux , et on les déter- 
mine par les pieds des perpendiculaires abaissées de ces points 
• sur les deux plans ; ces pieds sont*ce qu’on appelle les projections 
des points correspondais. 

Les lignes se déterminent par la suite des projections de leurs 
difiérens points qui forment deux lignes placées respective- 
ment sur les deux plans de projections; de sorte que les lignes 
dans l’espace , sont l’intersection de deux surfaces cylindriques 
perpendiculaires aux plans de projections, et ayant respective- 
ment pour directrices les projections de ces lignes. 

Quant aux surfaces, on les détermine par les élémens de leur 
génération. Ainsi une surface conique est donnée par son centre 
et sa directrice; une surface.de révolution par son axe et sa 
génératrice ; et ainsi des autres surfaces dont on donne le mode 
de génération. De cette manière, toutes les quantités géomé- 
triques seront déterminées par des projections faites sur les deux 
plans rectangulaires , et toutes les constructions dans l’espace 
se ramèneront déjà à des constructions sur ocs deux plans.Enlin , 
on les réduira toutes à un seul plan , en rabattant l'un des plans 
île projection sur l’autre par un quart de révolution autour de 
leur ligne d’intersection, qu’on nomme ligne de terre. En opé- 
rant ainsi, toutes les constructions s’exécuteront sur un même 
plan et détermineront celles de l’espace, auxquelles elles ne 
feront pas identiques , mais qui s’eu déduiront par la liaison 
simple des points avec leurs projections. 
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fi3. Or, il ne sifflit pas que les constructions flans l’espace 
soient déterminées |«r d’autres , il est souvent necessaire (Te 
les connaître par elles - mêmes ; et il reste à indiquer les 
moyens à employer pour construire sur le plan donné, toutes 
les parties du système dans l’espace , et en déduire ensuite le 
solide même que l’on 'voudrait déterminer matériellement. 

Si par exemple il s’agit d’une construction plane quel- 
conque dans l’espace, on concevra que le plan où clic est ren- 
fermée se ralwtte sur l’un oif l’autre des deux plans de projec- 
tion , ou sur tout autre plan parallèle; on déterminera la position 
de tous les points après ce rabattement , et on connaîtra alors la 
véritable forme de ce qbi n’était donné d’abord qu’en pro- 
jection. 

S’il s’agissait de construire Tin polyèdre donné par les pro- * 
jections de tous ses sommets, on commencerait par déterminer^ 
comme il vient d’être dit , la forme de ses différentes faces, et 
leurs inclinaisons mutuelles. Si l’on voulait ensuite former ma- 
tériellement ce polyèdre avec un bloc donné, on y traccrèût 
d’abord l’une quelconque des faces ; à chacun de ses eûtes , on 
taillerait le bloc suivant des plans faisant avec la base les 
angles connus; on tracerait sur ces. divers plans les faces dé- 
terminées précédemment , et on^ continuerait ainsi jusqu’à la 
confection entière du polyèdre. 

SI l’une des faces du solide était courbe et du genre de celles 
qui sont engendrées par la ligne droite , on déterminerait toutes 
les autres faces et leurs inclinaisons, puis on construirait 
comme tout-à-l’hsure le solide correspondant; et il ne reste- 
rait plus qu’à tailler la dernière face. C’est à quoi l’on parvien- 
drait en déterminant les points extrêmes de la droite généra- 
trice dans un grand nombre de positions, et taillant le bloc 
jusqu’à ce que la règle put s’appliquer exactement sur la sur- 
face, depuis un quelconque de ces points jusqu’à son corres- 
pondant. 

On emploira des procédés analogues dans les cas plus com- 
pliqués; on développera sur un plan les surfaces qui en seront 
susceptibles , et on taillera sous la même forme des matières 


Digitized by Googl 


( fil ) 

flexibles,- auxquelles on fera repreujlre la forme convenable en 
les- appliquant sur le corps que l’on aura à construire. Une foule 
de moyens de ce genre sont parfaitement connus des .ouvriers; 
et quand on leur donne les élémens des constructions que four- 
nit la Géométrie descriptive , ils parviennent sans difficulté à 
la détermination des solides avec toute l’approximation qu’on 
peut* désirer. 

La Géométrie descriptive remplit donc deux objets; elle 
donne par des constructions planes la solution des problèmes 
de Géométrie dans l’espace, et elle fait connaître tout ce qui 
est nécessaire à l’exécution matérielle des solides dont on peut 
avoir besoin dans les arts. Nous, n’entrerons pas dans de plus 
grands détails sur les diverses questions que cette théorie peut 
offrir ; ‘elles se trouvent exposées avec, tant de clarté dans les 
ouvrages de M. Monge, que nous croyons inutile d’y rien ajou- 
ter. Nous nous bornerons- à en indiquer les principales appli- 
cations. • 

6‘ï. La coupe des pierres est un des arts qui en tirent le plus 
grand parti. La construction des voussoirs peut devenir telle- 
ment compliquée par les diverses circonstances qui se ren- 
contrent dans les édifices, que sans le secours de la Géométrie 
descriptive il serait quelquefois presque impossible d’en venir 
à bout. Ces- constructions s’exécutent, comme nous l’avons déjà 
fait connaître , au moyen des faces et de leurs inclinaisons. 

65. La coupe des "bois ou la charpente se trouve dans le 
même cas , et en retire les mêmes avantages par des procédés 
analogues. 

66. La théorie des .ombres , si utile pour la représentation 
exacte des corps, se fonde immédiatement sur la Géométrie 
descriptive; - on y a pour objet, de déterminer la courbe qui sé- 
pare l’ombre de la lumière sur un corps dont on connaît exac- 
tement la forme et la position par rapport au point lumineux. 
Cette courbe n’est aptre chose que celle de contact du corps avec 
une surface conique circonscrite, avant son centre au point 
lumineux, ou avec une surface cylindrique parallèle aux ravons 
de lumière si le point lumineux est à une distance latinie, comme 
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on le suppose pour la lumière du soleil. Ayant déterminé les 
projections de cette courbe , il 11e s’agit plus que d’en déduire 
l’effet qui. doit ea résulter £tir le tableau où s’exécute le dessin ; 
problème qui est du ressort de la perspective linéaire. 

C7. La perspective a pour objet de déterminer sur une surface 
donnée lu trace de tous les rayons visuels partant d'un point- 
connu , et terminés aux diffirens points d’un système de Jt pitres 
quelconque. La figure qui en résulte sur la surface de perspec- 
tive produit sur la rétine un système identique de forme avec 
celui que produirait le système donné dans l’espace; et pour 
rendre l’illusion complète , il n’est plus besoin que de donner 
anx différentes parties du tableau tracé sur la surface, la colo- 
ration et le degré de lumière qui se trouvent dans les parties cor- 
respondantes des objets donnés. Ou-dé terminera alors, comme 
nous l’avons indiqué précédemment, les projections des courbes 
de séparation d’ombre et de lumière, et on en déduira l’inter- 
section de la surface du tableau avec le cône qui aurait son 
centre à l’œil de l’observateur, et pour directrice cette courbe 
même. Ces lignes de séparation sont d’un grand secours pour 
donner une idée nette des formes en relief, d’après leurs repré- 
sentations sur une surface qui le plus souvent est plane ; et leur 
efièt est tel , qu’il suffit presque à lui seul pour faire ressortir avec 
évidence les diverses sinuosités des objets. Mais plus ces lignes 
sont caractéristiques, plus elles exigent de précision, puisque 
la moindre erreur inilue sur la forme qu’elles font supposer 
aux corps qu’elles représentent : on ne saurait donc apporter 
trop de soin à leur détermination , ni trop employer à cet effet 
les procédés de la Géométrie descriptive. Cette science est en 
général trop négligée par les artistes , et il en résulte souvent 
dans leurs tableaux des fautes grossières, des contre-sens cho- 
quans, qu’ils auraient évités au moyen des notions élémentaires 
de la Géométrie descriptive. * : 

68. Il est encore dans la perspective des lignes aussi essen- 
tielles que les courbes de séparation d’ombre et de lumière ; ce 
sont celles que déterminent sur les surfaces, les rayons visuels 
extrêmes; on* les nomme courbes apparentes-, elles séparent 
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ta partie visible <le la pariie invisible, et déterminent sur le 
tableau le contour où se termine la perspective de l’objet. Ces 
courbes ne sont autre chose que celles de contact du corps avec 
le cène circonscrit ayant son centre à l’œil; on trouve par cette 
condition leurs projections et par suite leur perspective sur le 
tableau. 

Ayant ainsi déterminé sur le plan du tableau toutes les fi- 
gures nécessaires, on le rabat sur l’un des plans de projection , et 
on a ainsi la perspective exacte du système proposé. Il ne reste 
plus qu’à placer les couleurs, ce qui est du ressort de la pein- 
ture. Mais il faut bien se pénétrer de cette vérité, que la pers- 
pective linéaire ou l'esquisse est la partie la plus essentielle, et 
que sans elle la perfection dans le reste ne serait rien, tandis 
qu’elle suffit à elle seule pour représenter les elTets principaux. 

^ Il est inutile de pousser plus loin les exemples. Les appli- 
cations de la Géométrie descriptive s’étendent à tputes les ques- 
* tions -où l’on a à considérer des points dans l’espace ; l’Archi- 
tecture , la Topographie, et uno* foule d’arts mécaniques où 
l’on a besoin d’une description exacte de machines, en reti- 
rent les plus grands avantages; et il serait à désirer que son 
étude fût regardée comme aussi indispensable daris tous ces arts 
que les procédés techniques qu’on s’est habitué à regarder 
comme suffisans. 

«I - ' ' 

* 

l . • 
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LIVRE III.. 


SLR L’APPLICATION DE ^ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE. 


CHAPITRE PREMIER. . 

De l' objet qu'on se propose dans celle application. 

\ 

fig. Ti outjî quantité étant susceptible d’être exprimée en 
nombre, il est facile de juger que toutes les questions sur les 
grandeurs, de quelque nature qu’elles soient, peuvent être 
ramenées à des questions sur les nombres; car pour déterminer 
une . quantité concrète, on peut se proposer de trouver son 
rapport à une autre connue de même espèce. 

Pour résoudre ainsi par le calcul une question de Géométrie , 
on imagine d’abord les quantités données et les inconnues ex- 
primées en nombres et représentées par les caractères généraux 
de l’Algèbre ; puis on cherche à établir des équations entre ces 
nombres d’après les conditions géométriques de l’énoncé. La 
question étant ainsi transformée , on la résout d’après les pro- 
cédés de l’Algèbre , et il ne reste plus qu’à repasser du résultat 
analytique au résultat géométrique , et c’est ce qui peut se 
faire de plusieurs manières, suivant la nature de la question. 

Si l’on s’est proposé de déterminer la valeur numérique d’une 
ligne (et nous savons que c’est aux lignes qu’on ramène toutes 
les quantités géométriques), on substitue dans la formule al- 
gébrique qui la représente les valeurs numériques trouvées 
pour l’expression des données en nombres , et l’on trouve ainsi le 
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nombre d’unités et de parties d’unités contenues dans la ligne 
cherchée que l’on peut alors facilement construire. 

Si au contraire on a pour but de trouver une construction 
au moyen de laquelle on puisse déterminer la grandeur inconnue 
d’après les données non exprimées en nombres, alors le passage 
par l’Algèbre n’a d’autre objet que de faire connaître de quelle 
manière l’inconnue se compose avec les quantités données en les 
supposant toutes réduites en nombres, et il ne s’agit plus que 
de trouver une construction géométrique qui représente cette 
composition analytique. Il existe des moyens généraux très sim- 
ples d’opérer ce passage pour toutes les fonctions rationnelles et 
certaines classes d’irrationnelles. 

Enfin , si l’on se propose la démonstration d’un théorème , on 
cherche à représenter par une équation les relations renfermées 
dans l’énoncé géométrique , en désignant toujours les nombres 
par des signes généraux; on exprime ensuite par des équations 
toutes les relations qui dérivent des données, et on tâche, en les 
combinant soit entre elles soit avec d’autres connues, d’en 
déduire celle qui. représente l’énoncé géométrique proposé. Le 
tliéorème se trouve alors démontré; il n’y a plus besoin, comme 
dans les deux cas précédens, de repasser de l’analyse à la 
Géométrie : tout est réduit à un simple calcul, dès qu’on a trouvé 
la traduction de l’énoncé en langage algébrique. 

Tels sont les diiïérens genres de questions que présente l’ap- 
plication de l’Algèbre à la Géométrie; nous allons les exami uer 
successivement , et nous tâcherons de faire connaître l’esprit des 
diverses théories qu’elles renferment, et des méthodes qu’ou y 
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CHAPITRE IL * 

Avantages et inconvé/nens des solutions graphiques 
et numériques. 

i ’ • 

■70. Lorsqu’on a déterminé l'expression algébrique d’une 
quantité, nous avons dit qu’on pouvait déduire de sa forme 
une construction au moyen des données géométriques, ou bien 
«sprinter ces données en nombres et les substituer dans la for- 
mule qui donne alors la valeur numérique de l’inoonnue. Exa- 
minons lequel des deux procédés offre le plus d’avantages. 

Observons pour cela que l’imperfection des instrumcns intro- 
duit toujours des inexactitudes dans les constructions. Si donc 
on tient à une grande approximation dans les résultats, on 
devra choisir le procédé qui offrira le moins.de constructions ; 
c’est là la seule considération qui devra déterminer la préfé- 
rence. 

Dans la résolution numérique on a toutes les erreurs pro- 
venant de l’expression des données en nombres; mais le calcul 
n’en produit pas de nouvelles, ou s’il en introduit, elles peu- 
vent être tellement diminuées qu’elles n’aient pas d’influence 
sensible sur les résultats , et on peut se dispenser d’y avoir égard. 
Il ne reste donc plus que l’erreur provenant du passage final de 
la valeur numérique à la grandeur concrète. 

Dans la résolution purement graphique on n’a pas les erreurs 
de la précédente, puisqu’on n’exprime pas les quantités en 
nombres , mais on en a d’autres qui sont à la vérité en moindre 
nombre dans les questions très simples , mais qui deviennent 
bien plus éonsidérables quand les constructions se compliquent 
et que les résultats des unes deviennent les élémens de plu- 
sieurs autres, comme cela arrive par exemple dans les opéra- 
tions de Géodésie : dans tous les cas de ce genre, il conviendra 
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de substituer le calcul aux constructions , ce qui réduira à peu 
de chose près toutes les inexactitudes à celles des données. 

Les opérations qui exigent le plus de précision sont celles de 
la Géodésie et de 1 Astronomie. Dans la première, presque toutes 
ont pour objet de déterminer la position relative de certains 
points, et c’est à quoi l’on parvient en les liant par des tri- 
angles dont ils sont les sommets. Dans l’Astronomie on a plus 
souvent à considérer des triangles sphériques, de sorte que dans 
ces deux sciences qui offrent les applications les plus impor- 
tantes de la Géométrie, presque toutes les opérations se rédui- 
sent à des .déterminations de triangles soit rectilignes soit sphé- 
riques. En outre , la plus grande partie des problèmes relatifs 
aux autres théories de la Géométrie peuvent aussi se ramener 
à de semblables déterminations; d’où il suit que la Trigono- 
métrie ou Théorie de la mesure des triangles doit jouer le 
plus grand rôle dans la résolution numérique des questions de 
Géométrie. Examinons les principes qui lui servent de base. 


CHAPITRE HI. 

De la Trigonométrie. 

71. La Trigonométrie a pour objet de déterminer les valeurs 
numériques des côtés et des angles d’un triangle quand on con- 
naît les valeurs numériques des quantités par lesquelles il est 
déterminé ; c’est ce qu’on appelle résoudre un triangle. 

Pour résoudre ce problème dans toutes les circonstances qu’il 
pouvait offrir, il était nécessaire et suffisant de trouver des 
relations générales entre les côtés et les angles d’un triangle ; 
car alors la détermination des quantités inconnues se serait ra- 
menée à une simple résolution d’équations. Mais la différence 
de nature des angles et des côtés conduisant à des relations trop 
compliquées pour pouvoir être employées avec avantage , ou 

5 .. 


( 6 » ) 

a renoncé à faire entrer .les angles clans le calcul, et on a 
cherché à leur substituer des quantités qui pussent les déter- 
miner ou être déterminées par eux d’une -manière simple, et 
qui en même temps pussent être facilement comparées avec les 
côtés des trianjgles. 

La première idée que l’on a eue a été de déterminer les angles 
par les cordes qu’ils sous-tendent , eu supposant leur sommet au 
centre d’un cercle connu ; mais on a abandonné ce moyen pour 
un autre plus commode. On a suppose semblablement les angles 
formés par deux rayons d’une circonférence connue , et on les a 
déterminés soit par la perpendiculaire abaissée de l’extrémité 
d’un des rayons sur le second , soit par la tangente au cercle 
menée par l’extrémité d’un des rayons et terminée au second 
prolongé, soit enfin par la distance du centre au point où ce 
rayon prolongé rencontre la tangente. Ces trois lignes ont reçu 
respectivement les noms de sinus , tangen te et sécante de l’angle. 
On a nommé cosinus , cotangente , cosécante du même angle 
les sinus, tangente et sécante de son complément; et il est évi- 
dent que tous les angles moindres que l’angle droit sont entière- 
ment déterminés par une quelconque de ces six lignes ; il en serait 
de même pour les angles compris entre un et deux angles droits , 
entre deux et trois, entre trois et quatre. Mais quand on ne sait 
pas d’avance entre lesquelles de ces limites doit se trouver l’angle 
cherché , il ne suffit plus de donner la valeur d’une ou meme 
de plusieurs de ces lignes , il faut encore y joindre certaines cir- 
constances dont nous parlerons plus tard. Ainsi l’angle déter- 
mine sans ambiguité toutes les ligues trigonométriques dont 
nous avons parié ; tandis que celles-ci peuvent convenir à la fois 
à plusieurs angles , et nécessitent par conséquent des données de 
plus pour ôter toute incertitude (*). 

Cela posé , on a formé une table où l’on place tous les angles de 
seconde en seconde , ou seulement de minute en miuute, depuis 
ïéro jusqu’à un demi-angle droit, ce qui a suffi pour tous les 
cas, à cause de la. symétrie des lignes suivantes. La distance de 

(*) Voyez l'Application de l’Algèbre b la Géométrie , de Pn-vnainl. 
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deux angles consécutifs est assez petite pour qu’on puisse , sans 
erreur sensible , substituer à un angle quelconque celui qui en 
approche le plus dans la table-, car l’erreur sera toujours moindre 
que la moitié de cette distance : cette table donnera donc le 
moyen de. déterminer les angles par leurs lignes trigonométrie 
ques , et réciproquement ; il ne restera plus ensuite qu’à trouver 
les relations générales qui lient ces lignes avec les côtés des trian- 
gles , ce qui n’offre aucune difficulté. 

La construction de cette table a offert un travail très long , vu 
le grand nombre d’angles dont on a été obligé de calculer les 
lignes trigonométriques. On obtient le sinus et le cosinus d’un 
angle par le moyen des séries suivantes , 


sin x = x — 


x 3 

1.2.3 


cos x = î — 


x* 

1.2 


X 5 

1 . 2 . 3 . 4. 5 

x-t 

î .2.3.4 



Dans ces séries , x représente le rapport de l’angle proposé à 
celui auquel est opposé un arc égal au rayon du cercle, et dont 
la valeur est connue avec beaucoup d’approximation. Comme 
elles sont très convergentes, il suffira pour chaque valeur de x 
d’ijn calculer un très petit nombre de termes ; l’erreur sera tou- 
jours moindre que le premier des ternies négligés (*). Le sinus et 
le cosinus étant déterminés, on en déduira sans peine les quatre 
autres lignes , au moyen des relations très simples qui les lient 
les unes avec les autres. 

Connaissant la table des angles et des lignes trigonométriques 
correspondantes , ainsi que les relations des côtés d’un triangle 
quelconque avec les lignes trigonométriques de ses angles , on 
peut résoudre les triangles dans tous les cas où l’on connaît un 
nombre de données suffisant à leur détermination. Nous n’entre- 
rons pas dans le détail des transformations de toute espèce 
qu’on peut faire subir aux- formules trigonométriques, pour 
les rendre plus facilement applicables aux différons problèmes 


(*■) Voyez le n° lüGdes Nous de Reynaud sur l'Algèbre. 
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qu’on peut avoir à résoudre ; nous nous bornerons à la prépara- 
tion générale qu’on leur fait subir , pour que le calcul des loga- 
rithmes y devienne applicable. 


CHAPITRE IV. 

v 

% 

Sur l application des logarithmes aux calculs 
trigonomé triques. 

72. Les angles croissant dans la table par degrés très petits , les 
différences entre leurs lignes trigonométriques successives seront, 
passé un certain point ,'très petites par rapport à ces lignes. Ces 
dernières devront donc être exprimées par un grand nombre de 
chiffres , soit qu’on prenne une unité très grande ou très petite , 
par rapport au rayon ; le calcul en serait donc très pénible , si 
on ne le facilitait au moyen des logarithmes : et c’est ce que l’on 
a pu faire dans tous les cas. 

En conséquence, on a cherché les moyens de rendre le calcul 
des logarithmes d’une application commodé pour toutes les for- 
mules. On a d’abord joint à la table des lignes trigonométriques 
celle de leurs logarithmes, pour éviter la peine de les calculer à 
chaque fois , et on a pu aussi y mettre une plus grande précision , 
puisque c’était un travail fait une fois pour toutes : on s’est 
même dispensé de donner les valeurs de ces lignes, et l’on s’est 
contenté de placer leurs logarithmes à côté de l’angle corres- 
pondant Voilà ce que l’on a fait quant à la disposition de la 
table : voyons ce que l’on a dû faire dans la préparation des 
formules. 

Pour qu’on puisse déterminer le' logarithme d’une expression 
au moyen de ceux des quantités qui. y entrent, il faut que ni 
celles-ci ni aucune fonction d’elles n’y soient combinées par addi- 
tion ou soustraction : il est donc nécessaire de transformer toutes 
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les expressions en produits ou quotiens de puissances quelconques 
de quantités dont la table fasse immédiatement connaître les 
logarithmes : tout se réduit donc à indiquer des moyens géné- 
raux d’opérer cette transformation. 

73. Dans quelques cas particuliers ce problème se résout 
d'une manière simple, mais à laquelle on n’a cherché à donner 
aucune extension. On a montré comment on pouvait transformer 
en produit la somme ou la différence de deux sinus ou de deux 
cosinus \ je vais faire voir comment on y peut ramener la somme 
ou la différence de deux fonctions monomes quelconques : 

Soit l’expression Alt: B, dans laquelle A et B désignent deux 
fonctions monomes quelconques de lignes trigonométriques et 
autres facteurs. Si chacune de ces fonctions est moindre que le 
rayon R de la table, on posera A = sin x , B = sin_y, et l’on cal- 
culera x et y par ces deux équations auxquelles les logarithmes 
seront immédiatement applicables ; il ne restera donc plus qu’à 
transformer en produit smxzhsinj', ce qui n’offre aucune diffi- 
culté. Si A et B ne sont pas plus petits que le rayon R, on les divi- 
sera par une quantité R dépendante de leur forme, et telle que 
les quotiens soient moindres que R; ce qui sera toujours facile à 
faire, puisqu’il suffira de diviser par le produit de tous les fac- 
teurs plus grands que R : on rentrera alors dans le cas précédent , 

— ± -) devenant R(sinx ±smy). 

Il est inutile de dire qu’on aurait pu semblablement égaler 
A et B à deux cosinus, puisque leur somme ou leur différence 
se change aussi facilement en un produit 

74. On peut encore donner un autre moyen général de trans- 
former un binôme en un monomc. 

Si l’on a une différence A — B, on la mettra sous la forme 

( B \ B 

1 — — \ Si — est plus petit que l’unité, on pourra égaler 


B . 

— au carre d un 

A 


sinus ou d’un cosinus, et A — B deviendra 


A(i— *sra*ir) ou Acos’x, x étant un angle déterminé par 
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g 

l’équation — = sin 3 x à laquelle on peut appliquer immédia- 
A 

n 

tement les logarithmes. Si — est plus grand que l’unité, on posera 

A 

g 

— - =sec® x , et il viendra A — B = A(i — sec® x) = — A tang 3 *. 

A 

Si l’on a-yait au contraire une somme A+B, on diviserait 

.B .. . 

par A et on poserait --:=tang x; ce qui peut toujours avoir 
A . 


lieu , puisque les tangentes passent par tontes les valeurs depuis o 
jusqu’à l’infini; on aurait alors A+B=A(i-f-tang 3 x)=Asec\r. 

Ces divers procédés ne sont susceptibles d’aucune exception 
et donnent le moyen de transformer en un produit la somme on 
la différence de deux monomes , et par conséquent de proche en 
proche d’un polynôme quelconque : par là les logarithmes peu- 
vent être appliqués à tous les calculs de la Trigonométrie, et la 
promptitude des opérations se trouve réunie à la précision des 
résultats. > 


CHAPITRE Y. 


De V hornogéàéilé en général. 


j 5 . Lorsqu’on veut résoudre par le calcul uné question sur 
des quantités d’une nature quelconque, on les suppose tontes 
exprimées en nombres par rapport à une unité arbitraire de la 
même espèce, et on cherche à établir des relations entre ces 
nombres d’après les conditions qui lient entre elles les quantités 
qu’ils représentent. Si l’on peut parvenir à établir ces équations, 
il est évident que leur forme sera indépendante de l’unité, puis- 
qu’on n’y a eu nullement égard ; les nombres seuls qui expriment 
les quantités varieront avec l’unité, mais leur combinaison sera 
toujours la même ; et tant qu’ils seront représentés par des sym- 
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I h > les généraux , les équations ne subiront aucun changement. 
Examinons les conséquences qui en résultent sur la forme de ces 
équations. 

Concevons d’abord que l’on ait pris une des quantités données 
pour unité , les nombres qui représenteront les autres seront 
leurs rapports avec celle-ci , et c’est entre ces rapports que les 
équations auront lieu. Que l’on imagine ensuite qu’on passe à 
une autre unité quelconque, toutes les quantités seront expri- 
mées par des nombres qui seront aux premiers dans le rapport 
inverse des deux unités, mais leurs rapports entre elles ne chan- 
geront pas, et par suite les équations primitives auront encore 
lieu. Or tous les termes de ces équations , n’étant que des fonc- 
tions de ces rapports, contiendront au numérateur et au déno- 
minateur le même nombre de facteurs provenant de l’expression 
des quantités en nombres : si donc on chasse les dénominateurs, 
tous les termes auront un même nombre 'de facteurs marqué par 
leur dénominateur commun. Cette égalité entre les nombres dé 
facteurs qui se trouvent dans chaque terme et qui proviennent 
de l’expression en nombres des quantités en question, a reçu le 
nom d’homogénéité : on voit qu’elle existe dans toutes les équa- 
tions que peut fournir une question quelconque sur des quan- 
tités de quelque nature qu’elles soient. De plus, il est clair qu’elle 
se conservera dans tous les calculs qui se déduiront de ces pre- 
mières équations : car les transformations ne feront jamais q u’aug- 
menter ou diminuer également le degré ou le nombre des fac- 
teurs de chaque terme; et d’ailleurs rien n’einpèche de supposer 
que l’on ne passe à l'unité arbitraire qu’à Iafin du calcul, et nous 
venons de voir que ce passage produit toujours l’homogénéité. 

76. Si la question renfermait des quantités d’espèce» diffé- 
rentes , on les supposerait toutes exprimées en nombres au moyen 
d’une unité de leur espèce respective, et les raisonnemens précé- 
dens feront voir que l’homogénéité aura lieu par rapport à 
chaque espèce en particulier; c’est- à-dire qu’il y aura dans chaque 
terme un nombre égal de facteurs relatifs aux quantités d’une 
même espèce : d’où il suit qu’il faut au moins deux quantités de., 
chaque espèce; si la question n’en renfermait qu’une seu’e . on 
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serait obligé d’en introduire une autre, et pour que l’cquation 
fût invariable , il faudrait que cette dernière quantité eût une 
valeur qui s’annonçât dans le calcul par des propriétés spéciales. 
C’est ce qui a lieu par exemple pour les angles , parefc que quel- 
ques-uns ont des propriétés que n’ont pas les autres; mais il n’en 
serait pas de même des lignes , et l’on ne pourrait par conséquent 
proposer de mettre en équation une question où il n’en entrerait 
qu’une seule. 

11 peut arriver que les quantités d’une même espèce que ren- 
ferme une question se partagent en classes qui ne puissent se 
mêler d’une manière quelconque , et qu’eHes n’entrent dans une 
même équation que par leurs rapports avec d’autres de la même 
classe; c’est ce qui arrive, par exemple, dans la Trigonométrie : 
les côtés des triangles ne peuvent se combiner arbitrairement 
qu’entre eux, et toutes les fois qu’on les compare aux lignes tri— 
gonométriques, il n’entre dans les équations que les rapports de 
ces côtés entre eux et de ces lignes entre elles. Dans tous les cas 
de ce genre il y a homogénéité par rapport à chaque classe, 
puisque tous les termes ne renferment que des rapports de 
quantités d’une même classe ; et l’unité peut être prise diffe- 
rente pour chacune. Ainsi on pourra prendre le rayon pour 
unité des lignes trigonométriques , et toute autre ligne pour 
unité des côtés des triangles. 

77; Si dans une question quelconque on prend une des quan- 
tités données pour unité , les équations homogènes que l’on 
pourrait avoir obtenues cessent d’en présenter l’apparcuce , 
parce qu’un des facteurs devenant le nombre 1 011 se dispense 
de l’écrire : mais l’homogénéité existe toujours, puisque ce fac- 
* teur 1 provient de l’expression d’une quantité en nombre, et 
elle reparaît sous la forme ordinaire dès qu’on passe à une 
unité arbitraire. 

Quelquefois aussi l’homogénéité peut exister sans être appa- 
rente, quoiqu’on n’ait fait aucune hypothèse particulière sur 
l’unité : si l’on considère , par exemple, l’équation du mouve- 
ment uniforme c—vt dans laquelle c désigne un espace, v une 
vitesse , et t un temps, il semble qu’elle a lieu entre trois quan- 
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tités d'espèces différentes; mais v est le rapport de la vitesse du 
mobile proposé à celle d’un autre mobile qui dans l’unité de 
temps parcourrait l’unité de longueur, et l’on substitue ordi- 
nairement à ce rapport celui des espaces parcourus; alors le 
nombre v représente l’espace parcouru par le mobile pendant 
l’unité de temps et rapporté à l’unité de longueur ; il y a donc 
homogénéité relativement aux espaces. Quant au temps, on 
observera que l’espace v varie en raison inverse de l’unité de 
temps , et que par conséquent il peut être considéré comme le 
quotient d’une quantité indépendante de cette unité par l’ex- 
pression en nombre d’un certain temps déterminé ; l’équation 
est donc encore homogène par rapport au temps. 

Généralement, lorsqu’une équation renfermant plusieurs es- 
pèces de quantités ne paraîtra pas homogène par rapport a 
chacune, on verra que cela tient toujours à ce que les nombres 
relatifs aux quantités d’une espèce dépendront de l’unité d’une 
autre , et pourront être considérés comme les rapports de nom- 
bres indépendans de cette unité à l’expression en nombre d’une 
quantité de la seconde espèce : ce qui mettra en évidence l’ho- 
mogénéité. 

Tels sont les principes fondamentaux de l’homogénéité dans 
l’application du calcul aux grandeurs de toute espèce; on en a 
beaucoup abusé dans les démonstrations qu’on a voulu donner 
à priori d’un grand nombre de principes sur les différentes 
branches des Mathématiques; mais il n’entre pas dans mon 
objet de m’en occuper en ce moment; je n’ai voulu que poser 
les principes et non critiquer les applications qu’on en a pu 
faire. 
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- CHAPITRE VI. 

* « 

Des Problèmes où Von fait servir le calcul à déter- 
miner une formule de construction. 


78. j_>orsqu’on a trouve la formule algébrique qui représente 
une ligne, on peut, au lieu de la valeur numérique, chercher 
un procédé de construction qui dans tous les cas semblables 
conduise à la détermination de cette ligne. Ce procédé constitue 
ce qu’on peut appeler une formule de construction , et nous 
allons faire connaître ce que l’on peut établir de général à cet 
égard. 

Considérons d’abord le cas d’une formule algébrique ration- 
nelle , et commençons par la supposer monorae : comme elle 
doit être homogène, il devra y avoir un facteur de plus au nu- 
mérateur qu’au dénominateur, et elle pourra être mise sous la 
forme 



d f 
-x-.... 
* g 


On construira d’abord une quatrième proportionnelle m au* 
lignes e, a, b, elle représentera — ; on en cherchera une autre 
, 11 . a b d 

aux lignes e,m,d , elle représentera — X - ; et on continuera 
ainsi jusqu’au dernier facteur. 

Si l’on a un polynôme rationnel homogène, on le ramènera 
facilement à un monome en mettant en facteurs communs tous 
les facteurs moins nn de l’un des termes , et il ne restera plus qu’à 
faire la somme de lignes exprimées par des monomes fraction- 
naires et rentrant dans le cas précédent : ainsi, par exemple, 
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le polynôme abc -f- dtf -f- ghh se mettrait sous la forme... 
ab^c -f- — £• -f- — ^ , on construirait les lignes représentées par 

les expressions ^r- . on les ajouterait à la ligneac, et le 

polynôme proposé serait devenu le produit de trois lignes 
connues. 

Lorsque l’expression algébrique d’une ligne sera le quotient 
de deux polynômes rationnels, on ramènera chacun d’eux à un 
monomc et on agira ensuite comme nous l’avons indiqué. 

79. Si l’homogénéité 11’était pas apparente, 011 l’établirait en 
introduisant où il serait nécessaire des facteurs ou diviseurs 
égaux à l’unité, parce que nous avons vu que cela ne pouvait 
provenir que de ce que l’on aura pris une des lignes en question 
pour unité , ce qui l’aura fait dispari.itre de tous les termes où 
elle entrait, soit comme facteur, soit comme diviseur. 

Mais il y a plus : on peut, sans rien changer au résultat, 
introduire l’unité comme facteur ou diviseur, même dans les 
expressions homogènes dont on peut quelquefois faciliter ainsi 
la construction. Car on ne change pas par là la valeur numé- 
rique de l’expression, ni par conséquent la grandeur de la ligne 
correspondante. 

Passons aux expressions radicales. Une racine s’extrayant par 
la division 'des exposans, le degré d’un terme soumis à un ra- 
dical se trouve divisé par l’indice* de ce radical ; une ligne sera 
donc construite par un radical du degré m quand la quantité 
qui lui sera soumise sera de ce même degré. Les seules racines 
que l’on puisse extraire par des constructions simples sont celles 
dont le degré est une puissance de 2 ; elles se réduisent alors à 
de simples extractions successives de racines carrées; il suilit 
donc d’indiquer la construction générale de ces dernières. 

Si la'quantité dont il faut extraire la racine carrée est du 
second degré, on la ramènera facilement à un monome composé 
de deux facteurs, entre lesquels on cherchera une moyenne pro- 
portionnelle qui sera la ligne demandée. Si le radical affecte une 
expression d’un degré différent du second, on commencera par 
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la réduire à un monoine et rendre son degré divisible par a en 
introduisant l’unité comme facteur s’il est besoin : puis on par- 
tagera le produit en facteurs du second degré, dont on extraira 
la racinp comme il vient d’étre dit, et le radical sera changé en 
un produit rationnel. On rendra ainsi toute l’expression ration- 
nelle, et on construira ensuite comme nous l’avons indiqué 
ci-dessus. 

Au moyen de ces principes on pourra trouver des formules 
générales de construction par la ligne droite et le cercle pour 
tous les problèmes dont la solution analytique conduira à des 
expressions rationnelles ou renfermant seulement des radicaux 
dont l’indice soit une puissance de 2. 

CHAPITRE VII. 

De la détermination des points. 

80. Beaucoup de problèmes de Géométrie ont pour objet de 
construire des points : pour y appliquer le calcul , il a fallu ra- ' 
mener la détermination des points à celle de certaines gran- 
deurs : nous allons faire connaître les divers procédés qu’on a pu 
employer à cet effet. 

On a supposé des objets fixes auxquels on a rapporté tous les 
autres , et l’on a pu choisir pour cela des points, des droites ou 
des plans. Si tous les points à considérer sont dans un même 
plan , on y prendra deux points fixes , et tout point se détermi- 
nera par ses distances aux deux premiers, ces données convien- 
dront à deux points différens, excepté le cas où la distance des 
centres sera égale à la somme ou à la différence des rayons des deux 
cercles par lesquels on construit le point : la nature de la question 
déterminera lequel des deux points on doit prendre. On pourra 
encore déterminer les points par leur distance à un point et une 
droite fixe, ce qui se construira par la rencontre d’une droite et 
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d’un cercle en présentant encore une double solution. On pourra 
aussi les rapporter à deux droites fixes et les déterminer pat- 
leurs distances à ces droites; ces distances peuvent être dirigées 
sous un angle quelconque avec les premières, mais il est plus 
commode qu’elles leur soient respectivement parallèles. Enfin j 
on pourra prendre un point et une droite fixes et déterminer 
tout point par la longueur de la droite qui le joint au premier 
et par son inclinaison sur la droite fixe. Rien n’empêclierait de 
supposer un plus grand nombre de systèmes, mais on s’arrête 
à peu près exclusivement aux deux derniers comme offrant gé- 
néralement des calculs plus simples, et donnant le moyen d’évi- 
ter l’ambiguité des solutions multiples par les signes qui affectent 
les quantités. Ainsi la détermination des points sur un plan se 
ramène à celle de grandeurs, soit linéaires, soit angulaires, qui 
sont dites les coordonnées du point qu’elles construisent. 

81. Quant aux points situés d’une manière quelconque dans 
l’espace, on leur appliquera des procédés analogues. On les dé- 
terminera parleurs distances à trois pointsouà trois droites fixes 
ou à une combinaison quelconque de points et de droites au 
nombre de trois : ils se construiront alors par des rencontres 
de surfaces sphériques ou cylindriques. On peut encore déter- 
miner les points par leurs distances à trois plans fixes, comptées 
parallèlement aux intersections de ces plans; ou par leurs di- 
stances à un point fixe, et les inclinaisons de ces distances sur 
trois droites fixes menées par le premier point. Enfin , on peut 
prendre un plan fixe, et par un point de ce plan mener une 
droite fixe , puis déterminer les points par leur distance au point 
fixe, par l’angle qu’elles font avec leur projection sur le plan 
primitif et par l’angle de cette projection avec la droite fixe. On 
pourrait multiplier à l’infini ces systèmes, mais on n’emploie 
ordinairement que les trois derniers, par les raisons que nous 
avons données pour les systèmes relatifs aux points dans un 
même plan. 

Par là tous les problèmes sur la défermination des points 
revenant à des problèmes sur les grandeurs, les calculs de l’Al- 
gèbre y deviendront immédiatement applicables. 


/ 
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Des h eux géométriques des équations. 

82. Pour qu’un point soit déterminé sur un plan, il faut que 
ses deux coordonnées le soient elles-mêmes; il faut donc qu’on 
ait entre elles deux équations. Chacune de ces équations consi- 
dérée isolément convient à une inlinité de points contigus qui 
peuvent former une ligne d’une nature quelconque , et les points 
communs à ces deux lignes sont ceux dont les coordonnées satis- 
font aux deux équations à la fois ; ce seront donc les points 
cherchés , s’ils 11e sont assujettis qu’aux conditions exprimées 
par ces équations. 

O11 a nommé lieu géométrique d’une équation, l’ensemble de 
tous les points dont les coordonnées satisfont à cette équation : 
on le construirait en faisant passer l’une des variables par toutes 
les valeurs possibles d’une manière continue, et déterminant à 
chaque fois la valeur de la seconde et par suite le point corres- 
pondant : on aura ainsi uuc suite continue de points qui forme- 
ront une ligne Unie ou infinie , composée d’une ou de plusieurs 
branches distinctes , suivant la nature de l’équation proposée. 

Les lignes peuvent donc être représentées par des équations, 
et l’on peut faire servir l’Algèbre à la recherche de leurs pro- 
priétés : il "se présente à ce sujet deux problèmes généraux 
inverses l’un de l’autre, et qui comprennent toutes les applica- 
tions de l’Algèbre à la théorie des courbes. Dans l’un 011 a pour 
objet de déterminer les propriétés géométriques des courbes 
d’après leur équation ; dans l’autre , de trouver leur équation 
d’après une propriété géométrique qui les caractérise exclusi- 
vement : dans le premier on passe de l’Algèbre à la Géométrie; 
dans le second de la Géométrie à l’Algèbre. 

Si l’on considère les points situés d’une manière quelconque 
dans l’espace, ils seront déterminés par trois coordonnées; il 
faudra donc connaître trois équations entre ces quantités. Cha- 
cune de ces équations conviendra à une infinité de points, et les 
points communs à ces trois lieux seront les points cherchés , 
puisque leurs coordonnées satisferont ù la lois aux trois équa- 
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tiens. Ces lieux ne seront plus des lignes, mais des surfaces • car 
s. dans une équation à trois variables on donne une valeur à 
1 une d’elles , d restera une équation à deux variables nui 
d apres les ra.sonne.nens précédens, déterminera une certaine 
I -gne : que l’on fasse maintenant passer la première variable par 
toutes les valeurs d’une manière continue, on aura une suite 
indéfinie de lignes contiguës dont l'ensemble ne peut former 
qu une surface. 


Les surraces seront donc représentées analytiquement par 
des équation» à trois variables; et les lignes pouvant toujours 
etre considérées comme l’intersection de deux surfaces, se trou- 
veront représentées par deux équations à trois variables : quant 
aux points, nous avons déjà dit qu’ils le seraient par trois équa- 
tion». On pourra donc encore appliquer l’Algèbre à la théorie 
des surfaces et des lignes dans l’espace; et cette application 
conduira de même aux deux problèmes généraux dont nous 
avons déjà parlé au sujet des points sur un plan. Examinons la 
marche qu’il conviendra de suivre dans la résolution de ces 


Méthode pour trouver les équations des lieux 
géométriques. 

83. Pour trouver l’équation d’une ligne ou d’une surface 
determinee par des conditions géométriques données, on con- 
sidérera un point quelconque de ce lieu, et on exprimera algé- 
briquement, au moyen de ses coordonnées et d’autres quantités 
connues ou inconnues, toutes les conditions auxquelles ce point 
esl assujetti par la question : il en résultera des équations qui 
renfermeront le plus souvent, outre les coordonnées du point du 
lieu, d’autres variables qui en dépendront. Or comme on ne 
cherche qu’une équation où les seules variables soient ces coor- 
données, il faudra, au moyen de ces équations , éliminer toutes 
les variables étrangères, et l’équation à laquelle on parviendra 
sera l’équat.on cherchée : car elle existera entre les coordonnées 
d un point quelconque du lieu proposé, et elle ne conviendra 
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qu’à ees points, .fi les équations employées représentent fidèle- 
ment les conditions géométriques et si le calcul n’a pas intro- 
duit de solutions étrangères. 

Cette méthode est applicable à la fois aux lignes et aux sur- 
faces. Mais pour ces dernières , quelquefois les données géomé- 
triques font connaître leur génération par lignes et non par 
points : dans ce cas on considérera , non plus un point général , 
mais une quelconque de ces génératrices; on déterminera ses 
équations ainsi que celles qui exprimeront toutes les conditions 
auxquelles elle est assujettie, et on éliminera de même toutes 
les variables autres que les coordonnées des pointe de la géné- 
ratrice. On serait bien arrivé au même résultat en considérant 
un point unique; niais ce qu’on aurait voulu exprimer pour ce 
point seulement, on l’aurait exprimé malgré soi pour toute la 
génératrice , et tout se serait passé de la même manière. 

84. Soient pour exemples les deux problèmes suivans où le lieu 
est déterminé dans le premier par points , et dans le second 
par génératrices. 

Problème. Trouver le lieu des points à égale distance de 
deux points donnés. 

Soient *, £, y et a , /B', y' les coordonnées des deux points 
donnés, et x' ,y’ , d celles d’un point quelconque du lieu- Si 
l’on appelle D et D' les distances respectives de ce dernier aux 
deux autres, on aura la condition D -= D'. Pour exprimer que 
]) et D* sont les distances des points en question , on aura 

IV ==(*' — et)* + (y' — Pf 4- (a — y)* , 

D> = <*' - «')* + (/ - fi')" + {d- y')*. 

Toutes lès conditions étant exprimées, il ne reste plus qu’à 
éliminer les variables D et D', pour avoif une équation entre 
les coordonnées x' , y' , d seulement. Il vient alors 

et enfin en réduisant et ordonnant , 

a(*'- a (*:— a)y> a (y'_ >K-f <y- «,'*) 4- Op— fi':-) 

,+Xtfr-:4î'*),=e«fc 


Digitized by Google 


. . ( 83 > 

Cette lier mère équation existant entre les coordonnées d’un point 
quelconque du lieu , est l’équation même de ce lieu. 

Problème. Trouver le lieu des intersections successives de. 
deux plans perpendiculaires entre eux et passant respective- 
ment par deux droites données dans l'espace. 

Soient les équations des deux droites données 

x — az et, x = a' z -f- &' , 
y=bz+ fi, y= b'z + /*V 

les équations des deux plans seront de la forme 

Ax + By Ca -J- D = o, A'x -f- B'_y -{- C'a -f- D' =r o. 

On exprimera qu’ils passent respectivement par chacune des 
deux droites, au moyen des équations suivantes : 

Art + Bi -p- C = o, A 'a' -f- B 'b' -j- C' rsz o, 

A* “f* B£ -f- 1) — o , A aï -f- B'/ï' -p D' = o; 

la condition qu’ils soient - perpendiculaires entre eux donnera 
AA' -4- BB' -f CC = o. 

Ces cinq dernières équations exprimant toutes les conditions 
données , et les équations des deux plans ayant lieu pour tous 
les points de leur droite d’intersection qui est la génératrice 
du lieu proposé, il suffira d’éliminer entre ces sept équations 
les huit variables A, B , C, D, A', B', C, D', pour avoir une équa- 
tion entre les coordonnées d’un quelconque des points d’une - 
quelconque des génératrices , c’est-à-dire l’équation du lieu. 

Il semble d’abord que les sept équations doivent être in- 
suffisantes pour éliminer les huit coefficiens variables; mais on 
•observera que ces derniers peuvent être réduits à six en di- 
visant les équations des deux plans par un de leurs coefli- 
ciens. Leur élimination est donc possible de cette manière; 
elle le sera donc aussi sans cette préparation , puisque les équa- 
tions ne seront changées que par la simple suppression d’un 
facteur ; et on verra en effet, par le calcul, qu’après l’éîimi- 
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nation «le six des coefficiens , les lieux antres disparaîtront 
d’eux-mémcs de l’équation finale où ils seront facteurs à tous 
les termes. ■ x • 

Des Solutions étrangères* 

85. De quelque manière que l’on effectue l’élimination des 
variables auxiliaires, l’équation finale a lieu pour tous les 
points du lieu, si les «équations primitives leur convenaient à 
tous j car toute combinaison d’équations satisfaites le sera aussi 
par les mêmes vale.urs. Mais il peut se faire que le résultat 
contienne des solutions étrangères à la question , et cela pourra 
arriver de plusieurs manières. Cela petit tenir d’abord à ce que 
les conditions géométriques n’ont pu être exprimées par des 
équations qui ne s’appliquassent qu’à elles seules, ou à ce que 
l’élimination aura introduit des solutions qui ne se trouvaient 
pas dans les équations primitives ; et dans ces deux cas il 
est facile quelquefois d’en débarrasser l’équation finale , comme 
il peut se faire aussi qu’elles y restent sans qu’il y ait aucun 
moyen de les en faire disparaître. 

Lors donc qu’on effectuera quelque élimination, il faudra 
examiner avec soin si les divers résultats intermédiaires n’ad- 
mettent aucune autre solution que les équations d’où on les 
déduit; s’il s’en trouve et qu’on ne puisse les supprimer, il 
'faudra les suivre dans tout le cours du calcul et voir de quelle 
manière elles modifient l’équation finale. 11 peut arriver que 
cès solutions soient susceptibles d’en être extraites, bien qu’elles 
‘ n’aient pu disparaître des équations précédentes , et alors elles 
n’affecteront en rien le résultat cherché ; dans le cas contraire, 
on se bornera à ne tenir aucun compte tant de ces solutions 
que de tout ce qui s’y rapportera. 11 serait difficile de don- 
ner des règles générales sur ce point , et nous nous bornerons 
à quelques exemples que nous généraliserons autant que 
possible. ' 

86. Lorsque les points d’un lieu sont déterminés par une 
droite passant par un point constant, il arrive souvent que 
les coordonnées de ce point , satisfont à l’équation finale sans 
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convenir i la question ; car alors l’équation de cette droite est 
de la forme y — Q — A (x — *) , 

C et « étant les coordonnées du point fixe par lequel elle passe. 
Or , s’il entre dans A connue facteur au premier degré , une 
des quantités à éliminer, son expression sera de la forme 
m (y — :£) 

t , et reportee dans les autres équations , elle les ren- 
dra satisfaites par y — Q, r = parce que tous les termes au- 
ront pour facteur y — S ou x — », quand on aura chassé les dé- 
nominateurs. Si donc ces équations n’admettaient pas d’ahord 
cette solution , elle sera étrangère , et on ne pourra cependant 
se dispenser de l’introduire. 

• 87. Plus généralement , si une des variables à éliminer se pré- 
AF(r y) 

sente sous la forme yr— — U— les deux fonctions F et F. ne ren- 

F.C*» y) 

fermant aucune autre variable que x,y, il est cl air. que les équa- 
tions résultantes de. cette substitution admettront toutes les 
solutions des deux équations F(x,_y) =0, F,(x,yj = 0, qui 
presque toujours seront étrangères à la question. IJ arrive 
quelquefois qu’elles se suppriment d’ellcs-mémes de l’équa- 
tion. bualeit c’est ce qu’011 verra, par exemple, dans le problème 
suivant : 

Problème. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées d’un foyer de C ellipse sur ses tangentes. Soit l’équa- 
tion de l’ellipse a'y 1 + Z> 2 x* = a J 6 a . Désignons par x , y' les 
coordonnées d’un quelconque de ses points , et par c l’abscisse 
du foyer ; il est facile de voir qu’on aura à éliminer x' et y' entre 
les trois équations suivantes , 

a % yy' ■+■ b*xx' = a* b 3 , • 
a” y ' 1 + b’x'* = a‘b* , 

P r , si l’on tire y de la dernière , on obtient 

, _1 Vy 

y «’(x — r)’ 


i 
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et la substituant, les équations résultantes admettront y ou 
x — c , comme facteurs à tous leurs termes ; elles seront donc 
satisfaites par^=o et x—c, ce qui donne le foyer par où 
passent toutes les perpendiculaires ; de plus, il est facile de voir 
que cette solution sera étrangère à la question , car "elle ne sa- 
tisfait pas à la première équation. Achevant le calcul , on trouve 
une équation finale qui peut se mettre sous la forme 

Lÿ* + (x — c)*] (y* — a •) = o. 

Or, le facteur y* -f- (x — c)* étant égalé à o, donne préci- 
sément le foyer pour unique solution. Le supprimant donc , il 
reste pour le lieu cherché l’équation y % -f- x* — a a = o, qui 
détermine le cercle décrit sur le grand axe. 

88. Voici maintenant un exemple du cas où la solution 
étrangère ne saurait disparaître du résultat: 

Problème.- Trouver le lieu des points obtenus en prolon- 
geant ttune quantité constante les rayons menés d’un point 
Jixe à une droite donnée. 

En prenant le point fixe pour origine , et désignant par a et b 
la distance du point 'à la droite donnée et la quantité constante 
dont on prolonge les rayons, une simple proportion conduits 
l’équation suivante entre les coordonnées du lieu , 



y — a 


h 


Chassant lé dénominateur, on a la solution y — o, * = o , qui 
est évidemment étrangère, et ne peut cependant être supprimée 
de l’équation. 
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CHAPITRE tri*. 

Sur la discussion des Equations des lieux plans. 

&»■ (^uand on veut discuter le lieu plan d’une équation à 
deux variables et que cette équation peut être résolue par rap- 
port a l’une d’elles, on donne successivement à l’autre toutes 
les valeurs depuis o jusqu’à ±: oo, et on voit quelles valeurs 
correspondent à chaque fois pour la première variable. On peut 
s’assurer par là si le lieu est fini ou infini , continu ou com- 
posé de plusieurs branches séparées, si les points vont en s’é- 
loignant ou en s’approchant des axes des coordonnées, et l’on 
suivra ainsi d’une manière approximative le cours général de 
la courbe. Mais lorsqu’on en voudra connaître la rtaturé d'une 
manière plus approfondie , il faudra pouvoir déterminer 
en chaque point quelle est la direction de son cours, de 
«fuel côté elle tend à s’infléchir, de quelle manière varie sa 
«xmrbure , etc., etc. , et beaucoup d’autres propriétés qui encou- 
rent à donner une idée nette de son étendue et de sa formée 
Nous allons exatniner lés principales d’entré elles et indiquer 
les moyens généraux de Tes découvrir. 

* • 

Des droites* Tangentes et des Normales. 

90. On appelle tangente en un point d’une courbé , là li- 
mite vers laquelle tend une sécante qui tourne autour de ce 
point, et dont un des autres points d’intersection avec 1» 
courbe se rapproche indéfiniment de ce premier point. 

En considérant la courbe comme limite d’un polygone rec- 
tiligne inscrit et dont les côtés décroissent indéfiniment , on 
voit que la tangente en un point est la limite de la direction 
d’un des côtés ou élément du polygone; et c’est cé que" fon 
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exprime en disant que la tangente indique la direction de l’élé- 
ment de la courbe au point de oontact, 

91'. Pour déterminer l’équation de la tangente en un point 
donné, il suffira /d’après ce que nous venons de dire, de cal- 
culer l’angle que tend à faire avec l’axe des x la sécante me- 
née par ce point, et dont la corde interceptée tend à devenir 
nulle. Soient donc x‘ , y' les coordonnées du point donné’, 
et F(x,j’) = o l’équation de la courbe j la sécante aura une 
équation de la forme y — y — m (x — x’) , et il ne s’agit 
plus que de déterminer la limite de m. 

Concevons pour cela qu’011 transporte l’origine an point x',y', 
l’équation de la courbe deviendra 

F(x'-fx,y +y) = o, 

ou en développant comme nous l’avons vu (n° 3g) , 

o=F(x' ,y)+F(x , )x+F(y')y4-Ax a +Bxy-f Cy’-f-Dy’-f- , 

équation qui se réduit à la suivante, puisque F(x',y) est nul , 
vu] que Jle point donné est sur la courbe 

o = F'(x')x 4- F (y')y + Ax 3 -f. . 

L’équation de la sécante devient y ~ mx , et pour avoir ses 
intersections avec la courbe, il faut chercher les solutions 
communes à leurs équations. Reportant donc dans la première 
la valeur d’y tirée do la seconde, on aura pour déterminer 
les abscisses des points de rencontre , 

o = F'(x')x -f- F(/)/nx -+r Ax 3 -J- B mx‘ -f- Cm a x*-f -. . . 

équation qui donne d’abord x = o, ce qui devait être , puisque 
i’origine est sur la courbe : supprimant le facteur x, il vient 

o == F (x') + mF(^)-J- Ax + Bmx 4- . . . . 

Or , pour qu’un second point de rencontre vienne se réunir à 
l’origine, il faut que cette équation, ait une seconde solution, 
nulle, ce qui donne la condition 

F(x') 4- mF(y') =0; 

d’où l’on déduira la valeur de m lorsque la sécante se réduit 
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• • i v ( x ‘) 

cette valeur est m = — — ,! ; 

F ( /) 


la reportant 


dans l’équation générale de la droite qui passe par le, point 
x', y , on aura pour l’équation de la tangente 

, F'(x') 

• y y - . f ' (y') x x > 

92 . On appelle normale la perpendiculaire à la tangente 
menée au point de contact; son équation se déduira donc 
facilement de la précédente d’après la condition connue qui 
exprime que deux droites sont perpendiculaires entre elles : 
cette équation sera, si l’on suppose les coordonnées rectan- 
gulaires , 


y — y' = (x v') 

y y F'(x') ' X x >' 


Si les axes font entre eux un angle quelconque 9, l’équa- 
tion de la normale deviendra 


y-y = 


, __ r v (y') —F'(x') cos 9 


F'(x)-F(/) cos 9 (X ~ *')• 


9 3- Problème. Trouver l’équation d’une tangente ou d’une 
normale menée par un point non situé sur la courbe. 

Soient a., @ les coordonnées du point par lequel on veut 
mener la tangente; désignons para', y celles du point de 
contact, on aura d’abord F(.r', y') = o. 

L’équation de la tangente sera de la forme 

<■ F'(x') , _, N 

y y ~ n/) c x); 

on exprimera qu’elle passe par le point a, /3 au moyen de 
l’équation. 

p y f'(j') ^ * a > > 

qui, jointe à F(x' , > y) = o, déterminera les coordonnées x'.y ’ 
des (>oints de contact. Le nombre tics tangentes sera égal à 
celui des solutions réelles du système de ces deux équations. 
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Les points de contact pourront être déterminés géométrique- 
ment par l’intersection de la courbe donnée , avec cellç que re~ 

* F(x'ï 

présenterait l’équation C — y' = — (* — x ')> dans la- 

quelle on traiterait x ' et y' comme variables. 

Dans Je cas des courbes du second degré , cettè dernière 
équation se réduit à celle d’une ligne droite, et fournit une 
construction très simple du problème. 

On ferait des calculs du même genre pour la normale. 

94. Problème. Trouver [équation d'une tangente ou d’une 
normale parallèle à une ligne donnée. 

Soit y = mx l’équation de la droite donnée; il faudra, pour 

la tangente cherchée, que l’on ait — — m > équation qui, 

jointe à F(x',y) = o , déterminera les points de contact. Le ’ 
problème pourra énéofé éë construire par Pinterseclion de 
la courbe donnée , et de celle que représenterait l’équation 


Cette dernière se réduira encore à une droite , dans le cas 
des courbes du second degré. 

S’il s’agissait d’une normale , on aurait à résoudre les deux, 
équations 

F(*',/) = 0, *=«; •; 

Oo peut par là déterminer lè's limites de fa eourbe dans le 
sens des x ou desj» ; il suffit de chercher les points où la tan- 
gênte est parallèle à l’un oü Pautrte des axes. 11 faut en excepter 
le cas particulier où la courbe aurait en ces points \ ce qu’on 
nomme une inflexion, c’est-à-dire un changement de sens dans 
sa courbure; alors elle traversé la tangente au point de contact , 
et la limite dont nous parlons n’existe plus. 

q 5 . Problème. Trou ver [expression gënérdie des sous-tan- 
genles eP sous -normales. 
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On appelle ainsi les parties de l’axe des x comprises entre 
le pied de l’ordonnée du point de contact , et les points où l’ax« 
des x est coupé par la tangente et la normale. 

Cela posé : soient x' , y , les coordonnées du point de con- 
tact M (Jïg. 9.) i TP et. PN seront respectivement la sous-tan- 
gente et Ta sous-normale. Or , par la propriété du triangle rec- 
tangle , on aura TP —y' tang TMP et PN —y' tang PMN , ou 
en remettant les valeurs de ces tangentes 


TP. 


-y'F '(/) 

: F(*o 


PN 


_ — y'F'(x') 

F'O') ‘ 


d’où 


TP _ Y s in . ( c *■} 0r> 


Voyons ce que deviendront ces formules quand les axes des 
coordonnées feront entre eux un angle I , différent de l’angle 
droit. Si l’on désigne par * l’angle de la tangente avec l’axe des x, 
on aura TP par la proportion TP ‘y’.', sin (f — *) l sin * -, 

sin «t _ F(x') 

sin* sin (J— *) F (y')' 

On aura donc pour la sous-tangente, la meme formule 

TP _-y rçy) 

F(x') \ 

Pour déterminer la soift-normale , on aura la proportion 
PN : y :: sinPMN î sinMNP cos(( — a) ‘ cos a-, 


d’où PN —y- 


_ , cos (I— «) _ 


COS et 


y x 


F (r') — F(y r )cos» 


F'Ci'j cos f— F(/)‘ 

On peut encore tirer immédiatement les formules précé- 
dentes des équations mêmes des tangentes et normales , en chcr- 
cbant la valeur de x — x’ correspondante à y — o. Ce moyen 
est le plus simple et le plus analytique, et je n’ai présenté le 
précédent que pour offrir une application des transformations 
trigonométriques. 

Du centre des courbes. 

On appelle centre un point tel que toute sécante qui 
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3’ passe n ses points de rencontre avec la courbe situés doux à 
deux à égale distance de ce point. D’où il résulte d’abord que 
quand des courbes de degré impair auront un centre, il sera 
sur la courbe même, puisque les sécantes donneront généra- 
lement un nombre impair de rencontres ; dans les courbes de 
degré pair, au contraire, il sera hors de la courbe) à moins 
que dans ses diverses sinuosités elle n’y vienne passer un 
norulwe pair de fois. 

Une remarque importante à faire, c’est qu’une courbe ne 
peut avoir qu’un seul centre , ou qu’elle en a mie infinité. Soient 
en effet A, A' (Jig. 5) deux centres d’une même courbe, et M 
un quelconque de ses points. Si l’on mène la droite MA et qu’on 
la prolonge d’une quantité égale en M' , ce point appartiendra 
encore à la courbe, puisque A en est un centre. Si de même on 
joint MA', M'A', et qu’on les prolonge de quantités respecti- 
vement égales en N, N', la droite NN' sera parallèle à MM' 
et coupera AZ en un point A" tel que A' A" t= AA' ; de plus 
on aura A"N = A"N', puisque MA = M'A; d’où il. Suit que 
le point A" sera encore tel, qu’une sécante dans une direc- 
tion quelconque aura ses points d’intersection situés deux 
à deux à égale distance de ce point; il sera donc encore un 
centre de la courbe. Semblablement» les deux centres A’, A" 
en détermineraient un troisième à la même distance de A" et 
en ligne droite avec les trois premiers; et ainsi de suite indé- 
finiment des deux côtés du point A; car on peut faire à gauebe 
ce que l’on vient de faire à droitfe : d’où il suit que si une 
courbe a deux centres, elle en a nécessairement une infinité 
en ligne droite avec les deux premiers et distribués tous à égale 
distance dans les deux sens indéfinis de cette droite. 

II est facile de juger que si tous les points de la courbe se 
transportaient parallèlement à la ligne des centres d’une quan- 
tité égale à AA", ils viendraient coïncider avec d’autres points 
de la courbe. D’où il suit qu’une pareille courbe coïncide 
toujours avec elle-même, quand on la transporte parallèlement 
à la ligne des centres et d’une quantité égale à un nombre 
pair de fois la distance de deux centres. Si celle dernière 
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distance était nulle, tous les points de la droite seraient des 
centres, et quelque mouvement qu’on donnât à la courbe pa- 
rallèlement à cette ligne, elle coïnciderait toujours avec elle- 
même ; ce qui ne peut convenir qu’à un système de droites 
parallèles à la ligne des centres. 

97. Il résulte encore de ce qui précède, qu’une courbe 
dont l’équation est algébrique ne peut jamais avoir qu’un seul 
centre; car, si elle en avait deux, toutes les lignes paral- 
lèles à la droite qui les joindrait , rencontreraient la courbe 
en un nombre infini de points, ce qui est impossible. Il faut 
toutefois en excepter le cas où l’équation représenterait un 
système de droites parallèles. 

98. Cela posé, voyons comment, étant donnée l’équation 
d’une courJje, on pourra déterminer les coordonnées de son 
centre, ou s’assurer qu’elle 11’en a pas. Or , d'après la défini- 
tion que nous avons donnée du centre, il est clair que si on 
le choisit pour origine et que x , y désignent les coordonnées 
d’un point quelconque de la courbe, — xet — y seront encore 
celles d’un autre de ses points ; il faut donc , dans ce cas , 
que l’équation ne change pas quand x et_y changent en même 
temps 4c signe; ce qui nécessite que tous les termes soient de 
degré pair, par rapport aux deux variables , ou bien tous de de- 
gré impair ; parce qu’alars ils resteront les mêmes, ou changeront 
de signe à la fois, et l’équation restera la même. Réciproquement, 
l’une ou l’autre de ces circonstances est évidemment suffisante. 

D’où il résulte que pour trouver le centre d’une courbe 
donnée par son équation, il faut, après s’être assuré qu’il 
11’est pas à l’origine même, transporter celle-ci en un point 
quelconque du plan, et voir si l’on peut déterminer les coor- 
données de ce point de manière qu’il ne reste dans l’équation 
aucun terme de degré impair si la courbe est de degré pair, 
et aucun terme de degré pair si la courbe est de degré im- 
pair : car 011 sait que dans cette transformation les termes du 
plus fort degré ne peuvent disparaître et restent tels qu’ils 
étaient. On obtiendra ainsi un certain nombre d’équations où 
il n’y aura d’inconnues que les coordonnées de l’origine, et 
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si elles peuvent être toutes satislaites en même temps, la 
courbe aura un centmjqui sera la nouvelle origine. 

Quand la courbe est de degré impair , le terme indépen- 
dant d’x et d’y disparaissant quand on la rapporte à son centre , 
on voit se vérifier ce que nous avions déjà démontré à priori , 
savoir , que le centre se trouvera sur la courbe même. 

Le centre des courbes algébriques est donc toujours facile à dé- 
terminer, et l'on verra, en prenant une équation générale, qu’il 
suffira de résoudre deux équations du premier degré; d’où l’on 
conclura encore qu’il n’y aura qu’un seul centre si ces équa- 
tions ne sont pas indéterminées. Dans le cas où elles le seraient , 
ainsi que toutes les autres équations de condition , il suffirait 
alors que la première fût satisfaite pour que toutes le fussent , 
et comme elle est du premier degré , elle construit une droite 
dont tous les points seront des centres; ce qui vie conviendra, 
comme nous l’avons déjà dit, qu’à un système de droites pa- 
rallèles. 

Lorsqu’on aura à discuter une courbe à centre, il sera 
généralement avantageux de prendre ce point pour origine, 
tant ^ cause des termes qui manqueront nécessairement dans 
lequation, que pour toutes les autres simplification^ qu’in- 
troduira la symétrie de la courbe par rapport à ce point. 

Des Diamètres des Courbes. 

99. On nomme diamètre d’une courbe , le Heu des milieux 
d’un système de oorde9 parallèles : ce lieu peut-être une courbe 
d’un degré quelconque , qui se trouvera déterminée par celui 
de lg proposée. •' 

Soit F(x, y)=ro, l’équation d’une courbe donnée, et soit 
proposé de trouver l’équation du diamètre des cordes parai - 
lèles à la droite y = mx. 

Désignons par x' ,ÿ , les coordonnées du milieu d’une quel- 
conque de ces cordes, et concevons qu’on y transporte l’ori- 
gine; l’équation de la courbe deviendra F(x-f-x',y -f- y') = o, 
et celle d« la sécante sera y —mv. Pour que l’origine soit au 
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milieu d’une des cordes produites par cette sécante, il est né- 
cessaire et suflisnnl que l'équation en x résultante de l’élimina- 
tion d’y entre l’équation do la courbe et celle de la sécante , 
ait deux racines égales, et de signes contraires. Cette équation 
sera F(x -f- x', mx -f-y ) = o , et la condition dont nous venons 
de parler , s’exprimera par une équation entre ses coefficiens." 
Cette dernière ne contenant de variables que x' et y' , sera l’é- 
quation du lieu de tous les milieux des cordes parallèles à la 
direction donnée. 

ioo. En appliquant cette méthode à l'équation générale du 
second degré 

ay a bxy -\-cx % -f- dy -\-ex ■+■ /*= o, 

• r 

on trouve pour l’équation finale en x 

a(mr-4-y') , -)-i(a:-f-x , )(mr-l-y) 4-<~(x ~hx')‘ 

4- d(mx~t-yj 4- -f- x') 4 -/= o- 

• 

Or, pour qu’elle ait deux racines égales, et de signes con- 
traires, il faut que Je ternie du premier degré disparaisse, ce 
qui douue 

( 2 om -h b) y’ 4- ( brn 4- 2 c)x' 4 - dm 4- e = o. 

Cette équation étant du premier degré, apprend que tous les 
diamètres des courbes du second degré , sont des lignes droites. 
En l’ordonnant par rapport à m , elle devient 

m(uay' 4- bx' 4-d) 4- 2 ex' + by' -f- e = 0 , 

et sera satisfaite, quel que soit m , par les valeurs de x’ et y, qui 
satisferont aux deux conditions 

2 ay -J- bx’ 4- d = o , 2 cj' -{- by' e = o. 

Or, ces équations sont précisément celles qui déterminent 
1ns coordonnées du centre de la courbe ; d’où il suit que tous 
ses diamètres passent par le centre, et par conséquent devien- 
nent parallèlos, quand oecenjre s’éloigne à l’infini. 
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loi. Ayant l’équation générale des diamètres d’une Courlie 
en fonction de la quantité qui détermine la direction des 
cordes; on trouvera les diamètres rectilignes, s’il en existe, 
en cherchant quelles sont les valeurs de m qui introduiront 
dans cette équation des facteurs rationnels du premier degré 
en r, y : de plus, on verra sans peine si parmi ces diamètres 
il y en a qui soient perpendiculaires sur leurs cordes; auquel 
cas ou leur donne le nom particulier d’axes. 

Des Asymptotes. 

10a. Une ligne d’une nature quelconque , est dite asymptote* 
, d’une courbe, lorsqu’à partir d’un de ses points, elle s’appro- 
che indéfiniment de cette courbe, sans jamais la rencontrer, 
quelque loin qu’on les suppose prolongées l’une et l’autre. 

Les asymptotes rectilignes, les seules dont nous nous occu- 
perons ici , peuvent encore être considérées comme les limites 
des tangentes, dont le point de-contact s’éloignerait à l’infini; 
et plus généralement encore comme les limites des sécantes 
dont la corde interceptée s’éloignerait indéfiniment sur la 
courbe , en restant d’une grandeur constante , ou variant d’une 
manière quelconque entre des limites finies. Soit en effet l'a- 
symptote UV, et MN la corde interceptée ; les deux points M 
ét N ' allant en s’éloignant indéfiniment sur la courbe , leurs 
distances à UV ont pour limite zéro , et par conséquent l’asymp- 
tote est la limite de la sécante. De plus, il est évident que cela 
ayant lieu , quelque rapprochés que soient les deux points M 
et N , il en sera de même quand ils coïncideront , et l’asymp- 
tote sera encore la limite des tangentes, dont le point de con- 
tact s’éloignera à l’infini. 

io3. Problème. Trouver les asymptotes parallèles aux axes 
des coordonnées. Pour qu’il y ait une asymptote parallèle à l’axe 
des x , il faut que la valeur d’y» tende vers une quantité finie , 
lorsque a: tend vers l’infini, et réciproquement cette condition 
est suffisante. On n’aura donc qu’à diviser les deux membres 
de l’équation par la plus forte puissance d’x qui s’y trouve , et 
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voir si l’équatiou à laquelle elle tend à se réduire quand x 
tend vers l’infini , peut être satisfaite par des valeurs réelles et 
finies d’y. Soient a , b , c . . . ces valeurs , les asymptotes paral- 
lèles à l'axe des x auront respectivement pour équations* 

y = a, y = b , y~c.... 

Si au contraire l’equation résultante en y n’avait pas de valeurs 
réelles et finies, il n’y aurait évidemment aucune asymptote 
parallèle à l’axe des x. 

On neut observer qu’une des conditions pour que cette équa- 
tion soit possible , c’est que le plus fort exposant de x soit 
moindre que le degré de l’équation proposée, sans quoi quand 
on ferait tendre x vers l’infini après la division, tous les termes 
qui le contiendraient en dénominateur convergeraient vers 
zéro si y tendait vers une valeur finie, et il ne resterait que le 
coefficient du premier terme en x, lequel devrait tendre vers 
zéro, ce qui est absurde. La meme chose aurait lieu si le terme 
du plus fort degré en x était unique et avait un coefficient indé- 
pendant d’y. D’où il suit que dans l’un et l’autre cas, y ne sau- 
rait tendre vers une quantité finie quand x devient infini , et 
que par conséquent il n’y aura pas d’asymptotes parallèles à 
l’axe des x. , 

On ferait les mêmes raisonnemens pour l’axe des y. . 
io4. Appliquons cette méthode à l’équation du second de- 
gré; et comme il n’y aurait pas lieu à chercher les asymptotes 
parallèles à l’axe des x si le terme du second degré en x s’y 
trouvait, supposons-lui la forme 

ay* -f- bxy -f- cy -f- dx -+- e = o. 

Divisant par x, il vient — — h by + — -f- <£ -f — = o , 


équation qui est satisfaite quand x tend vers l’infini et y vers 
la .valeur finie qui donne èy-f-d = o; il y a donc une asymp- 


tote ayant pour équation y = — -, excepté le cas où b = o. 


Semblablement, si le terme en "y 1 manquait, on trouverait 
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une asymptote parallèle à l’axe des y et ayant pour équation 
£ 

x x= — ^ , à moins encore que l’on eût b =■ o. 


Or’ on sait que quand le rectangle xy se trouve dans l’équa- 
tion et que l’un des carrés x* ou y* manque , la courbe est 
nécessairement une hyperbole : d’où il suif que l’hyperbole est 
la seule courbe du second degré qui puisse avoir des asymptotes 
parallèles aux axes des coordonnées ; et comme ces axes peuvent 
prendre toutes les directions possibles , les courbes du second 
degré autres que l’hyperbole ne pourront avoir aucune asymp- 
tote rectiligne. 

io5. Pboblème. Trouver lès asymptotes non parallèles aux 
axes. Il suffira pour cela de changer la direction de l’axe de» x, et 
de déterminer toutes les inclinaisons sous lesquelles il devient 
parallèle à quelque asymptote. En supposant donc les premiers 
axes rectangulaires , on fera ' '' 


x = x 1 co$ u , y =s x' sin <* -dry' , 

et on clierchera les valeurs d’« pour lesquelles l’équation résul- 
tante donnera des asymptotes parallèles à l’axe des x ! . Soient 
y — a , y' — b , . . . . les équations de ces asymptotes ; on repas- 
sera au premier système en remplaçant y' par sa valeur en x 
et y, qui est y — x tang », et on remplacera » par les valeurs 
respectivéfc que Fon aura détermi nées. 

Soit, pour exemple, l’équation 

a.y' + bxy -4- ex* + dy + ex +f — o ; 


elle devient par la substitution des valeurs de x et y , 


(■).. {* y 


'*- 4 - 2 x' > y , sin*-f-a:'* sin 2 «) -f- bx' cos «(y -4- a/ sin «) 
-4- ex’* cos* A -f- d(y-^-x' sin «) -f- ex' cos a -4-/’= o. 


Or, pour qu’il j ait une asymptote parallèle à l’axe des x', il 
faut que le terme du second degré en x' disparaisse ; ce qui 
donne a sin* * -f -b sin « cos « -f- c cos* • s= o 


d’où 

on tire de là 


a tang* * -+* b tang * -f- c = o ; 

• 

b dt \/b' J — 4 ac 

tanc * ~ ■ . 

aa 


( 
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Divisant maintenant J’ équation (i) par x', puis faisant x' infini, 
tl vient /(aa sla « -f- b cos «) -f d sin - -f e oôs « = o , d’ofc 


„*■ <* sin « h- e oog a __ d tang - -f- e 

^ aa sin * -f- b oos« aa tang a b' 

„ \ 
Remplaçant / par sa valeur en x etj>, cette équation devient 


y — x tang 


d tang a -f- é 
aa tang a -f. b ’ 


et remettant enfin au lieu de tang a chacune des valeurs trou- 
vées précédemment, on aura les équations des deux asymptotes 
qui seront 



bd-* aae 
au y/ b % —kac 


On voit que si 4ac est négatif, tang a est imaginaire; 

si b‘ — Aqc = o, tang a devient , et h dénominateur 

aa tang a -f- é devient nul : il ne peut donc y avoir d’asymp- 
otes que quand on a i’-4ac>o, ce qui n’a lieu que pour 
I hyperbole. 


De la Concavité , de la Convexité et des Inflexions. 

îoG. Soit M (fig. 5) un point quelconque d’une courbe, et 
ü V une droite dans le même plan ; on dit que la courbe est con- 
vexe vers ÜV afu point M lorsqu’à partir de ce point elle com- 
mence par s’éloigner plus de ÜV dans l’un et l’autre sens que 
ne s’en éloigne la tangente au même point M ; on la dit concave 
dans le cas contraire. D’oà l’on voit que si des deux cdtés de la 
projection P de M sur U V et entre certaines limites on élevait 
des perpendiculaires à UV , elles rencontreraient, la tangente 
avant la courbe dahs le cas de la convexité , et après, dans le cas 
de la coneavité. 

Nous nous bornerons à considérer la concavité ou la convexité 
des courbes vers l’axe des x; cela sera suffisant pour déterminer 
le sens dans lequel la courbe s'infléchit, et d’ailleurs la méthode 


e 
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<Jue nous indiqueront s'étendra facilement à de* droites quel- 

Soit donc y = l’équation d’une courbe, et * , y les coor- 
données d’un quelconque de ses points; 1 équation de la tan- 
gente en ce point sera y —y = <P' C Æ ') X ( x “ x ) i 
faisant xz=x’+h, on aura pour la tangente y — y 

et pour la courbe . 

y —ÿ— i p(x' + h) — <p(x) = + <p"( x ') 77^ + elc - 

• L’accroissement de l’ordonnée sera donc plus grand pour la 
courbe que pour la tangente, quel que soit le signe de h, si l’on 
a <p"(x‘) >°; C 31 ' on P eut toujours supposer h assez petit pour 

que le termç * V) ~ l’emporte sur tous les suivans. L’inverse 

aura lieu si l’on a * V) < Si donc rordonnée esl P 08 *"' 

tire les points de la courbe seront plus éloignés de 1 ave des x 

que ceux de la tangente dans le cas où l’on aura ç'\x ) > o , et 
la courbe sera convexe vers l’axe des x : ils en seront au con- 
traire moins éloignés dans le cas de $>"(*').< o, et il y aura 
alors concavité. Mais si l’drdonnée f(x') était négative , les points 
seraient d’autant plus .près del’axe des x,que les accro.ssemens 
de leurs ordonnées seraient plus grands, et alors la concavité 
correspondrait à <p\x') > o , et la convexité hp(x) < o. ' 
Lorsqu’en un point d’une courbe la convexité se change en 
concavité ou réciproquement, on dit qu’il y a inflexion. Or, 
dans ce cas, il faut que la fonction *'(*) passe du positif au 
négatif ou réciproquement, et comme ce passage ne peut se 
faire que par zéro ou l’infini , il faudra que pour le point inter- 
médiaire on ait y (x) = o ou *"<x) = oo , équations qui déter- 
mineront tous les points d’inflexion de la courbe- 

Nous avons supposé l’équation de la courbe résolue par rap- 
n 0r t à y; mais comme nous avons fait connaître les moyens 
d’obtenir les dérivées successives d’y pat rapport a x, d après 
une équation quelconque F(x,y) = o, les considérations pre- 
cedentes pourront être appliquées à toutes les équations. 
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De la Similitude des Courbes. , 

10*7. Nous allons nous proposer de trouver l’équation géné- 
rale des courbes semblables à une courbe donnée. Rien 11e sera 
plus facile ensuite que de reconnaître si deux courbes sont sem- 
blables : il suffira de voir s’il est possible de ramener l’équation 
de l’une d’elles à être comprise dans la formule' générale des 
courbes semblables à l’autre. • 

Soit donc une équation de courbe F(x,y) =0. 

Nous pouvons prendre un point quelconque pour centre de 
similitude, et nous choisirons pour plus de simplicité l’origine 
des coordonnées. Soit m le rapport de similitude; désignons 
par x, y les coordonnées d’un point quelconque de la courbe 
donnée , et par x',y' celles du point correspondant do la eourbir 
semblable; on aura, à cause de la similitude, 


— — m et 


2L ; 

y 


m. 


Eliminant x et y entre ces deux équations et celle de la courbe 
F(x,_y) =0, on aura l’équation de toutes les courbes semblable* 
à celle-ci , et placées de manière que les lignes homologues 
soient parallèles et que le. centre de similitude soit l’origine. 
Ces conditions ne restreignant que la position et non la forme 
des courbes semblables , on est sûr qu’elles se trouveront toutes 
comprises dans cette formule générale, qui sera 


\m mj 


Appliquons ce résultat a l’ellipse. Rien n’empêche de la sup- 
poser rapportée à ses axes, 'et son équation sera alors.... 
a’y 2 -j- b 2 x % = a 2 b 2 ", celle des courbes semblables sera donc 


a' y 2 -, b 2 x 2 ' 


-) — — a 2 b 2 ou a" y 3 -f- b‘x 2 = a’b^m* : 

m 2 m - 1 J 1 


ce qui donne une nouvelle ellipse dont les axes sont aam , a bm\ 
on voit que leur rapport est le même que xlans la première , et 
qu’ils peuvent passer par toutes les grandeurs, à cause de l’iijp; ' 
déterminée m. Les courbes semblables à une ellipse donnée sortit 


A 
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donc toutes les ellipses dont le rapport des axes est le même que " 
’ dans oelle-d. 

"Soit encore l'équation générale des paraboles _y m . 

L’équation générale des courbes semblables sera 

ou y= pk m —x n . 


Or le coefficient pk m ~* pouvant passer par toutes les valeurs >• • 
depuis zéro jusqua l’infini , on voit que les courbes semblables 
à la première sont toutes colles dont l’équation est de même 
forme. D’où il résulte, comme cas particulier, que toutes les 
paraboles du second degré sont semblables, 

Prenons pour dernier exemple l’équation générale des hyper- 
boles x'y —p ; celle des courbes semblables sera x m y n =pt 4. m+ %. 
ce qui donne encore toutes les courbes comprises dans la même 
équation. Mais il ne faut pas 'croire pour cela que toutes les 
hyperboles du même degré soient semblables ; il se trouve ici 
une condition de plus , savoir, que les asymptotes sont les axes 
des coordonnées : d’où il suit que les hyperboles d’un même 
degré ne sont semblables que lorsque l’angle de leurs asymp- 
totes est le même. • . 

108. Si l’origine n’était pas le centre de similitude et que le» 
courbes eussent leurs lignes homologues parallèles, on pourrait 
ramener oe cas an précédent en transportant la seconde parallè- 
lement à elle-même. Soient a,C les coordonnée» du- point qui 
dans ce mouvement viendra coïncider avec l’origine \ la seconde 
courbe, rapportée à ce point et à des axes parallèles aux pre- * 


miers, aura une équation de la forme 



si la 


première est F(x, y) =so. ■■ 

Repassant an premier système,. cette équation deviendra 





Cette formule donne toutes les courbes semblables à la pro - 
posée, et dont le poiçt homologue à l’origine, a pour ooor- - 
données « $t.Ç- , 
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109. Supposons enfin que les oonrliès ne soient pas placées 
de manière que les lignes homologues soient parallèles. Soit <p 
l’angle que fait avec l’aie des x la ligne homologue de la se- 
conde courbe, et et, S les coordonnées du point liomdlogue à 
l’origine; si l’on transporte, pour oette courbe seulement, l’ori- . 
gine au point #, ff, et qu’on prenne un système d’axes faisant 
entre eux le même angle que les premiers et inclinés sur eux 
de l’angle p , l’équation de la seconde courbe devra encore être 

pf— , — ~ o, si la première est F(r, y) = o. 

Les équations de transformation seront, en supposant les 
coordonnées rectangulaires , 

ar = » + a:'co9Ç> — y' sinp, y = C + *' sin^+y cos^. 

rv . ,, /x' = (_y — C) sinp +(* — «)cosf, 

={y — 5 ) cos p — v x — *) sin <p , 

reportant ces valeurs dans , -^=0 , on aura pour l’équa- 
tion générale des courbes semblables à la proposée et situées 
d’une manière quelconque dans un plan r . 


r | ( y— g ) gil>| P ~f~ (æ— «) cos<p 


(y — C)cosft — (x — «)sinp t 


ni 


}=o. 


Nous ne pousserons pas plus loin la recherche des propriétés 
des courbes. Celles que nous avons fait connaître suffiront pour 
les discuter d’une manière assez complète. Quant aux surfaces, 
nous ne pourrions, sans sortir des bornes que nous nous sommes 
prescrites , en exposer la théorie générale : nous nous conten- 
terons d’en offrir des applications à un assez grand nombre 
de problèmes, et nous renverrons les élèves aux Traités de 
MM. Monge , Lagrange et Lacroix. 

Nous terminerons ici les considérations générales que nous 
avous.cru devoir présenter avant les applications particulières;- 
nous allons maintenant passer à la seconde partie qui renfer- 
mera les problèmes et les exercices qui nous ont paru les plus 
propres à faire bien concevoir l’esprit des théorie». 
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. EXERCICES 

str* 

LA SOLUTION DES PROBLÈMES. 


1 10. P boblèkb. On donne trou mélanges composés . de trois 
substances différentes , et on demande ce qu'il faut prendre de 
chacun pour, former un nouveau mélange où ces substances se 
trouvent dans des rapports donnés. 

Soient a, b, c les nombres qui indiquent combien il y a de 
fois les quantités connues A, B, C de ces trois substances dans 
le premier mélange; d, e, f dans le second; g, h, k dans le 
troisième; et l, m, n ce qu’il doit y avoir de chaque substance 
dans une quantité du mélange cherché marquée par l-f-rn + «- 
Les quatre mélanges seront, représentés par 

aA-f"èB-J-cC , dA-j-é’H~ffC , gA-t—AB-f-AC , lA-fm B -f-/i CL 


Soient x, y, t lés nombres par lesquels il faut multiplier les 
trois mélanges pour former le quatrième, on aura 

aAx -f- ABx -1- cCLr -f- dAy + eBy -f-/Cy -f gAz -|- ABi 
-1“ AC z = /A -f- mB -f- nC. 

Egalant les parties des memes substances respectives, il vient 

ax-t-dy-j-gz ■= /, bx -{■ ey-\-hzr=.m , cx-j-fy-±-kz = n. 

Equations que l’on résoudra d’après les règles connues. 

iii. Probi.èmb. Etant donnés ies prix et les proportions de. 
trois mélangés , trouver les prix de chaque substance. 
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Soient/;, q , r les prix respectifs de* mélanges demies 

üA+iB-+-tÇ, r/A + eB-f/C, gk+hli + kC) 

et x, y, z les prix respectifs de A, B, C; on aura les trois 
équations suivantes : 

ax-\-by + czr=p , dx + ey-f-jz = q, gx hy -J- kx— r. 

112. Problème. On donne trois prés droit les surfaces res- 
pectives sont b, e, g, où ['herbe est d'égale hauteur , et croit 
d’un même mouvement uniforme. Le premier est épuisé par un 
nombre a de bœufs dans le temps c; le second par un nombre d 
de bœufs dans le temps f : on demande combien le troisième 
pré pourra nourrir de bœufs pendant le temps li. 

Désignons par m la hauteur primitive de l’herbe, par v la 
quantité dont elle croit dans l’unité de temps, par v' la quan- 
tité d’herbe mangée par chaque bœuf dans la même unité de 
temps, et par x le nombre de boeufs demandé. On aura les trois 
équations 

(m-f- vc)b=zacv , (m -f- vf)e =x dfv , (tn + vh)g = xhv':. 

Pour trouver x au moj'en des nombres donnés, il faut élimi- 
ner m,o et v' ; ce qui peut se faire dans ce cas quoiqu’on n’ait 
que trois équations, parce que tous tes termes contenant l’une 
de ces trois quantités, leurs rapports seuls sont considérés dans 
les équations, et il n’y a réellement que deux quantités à faire 

disparaître, savoir, et — 
v v 

•Les tirant des deux premières et les reportant dans La troi- 
sième , elle donne ' " ' 1 • 

i •'{•••* • 1 ê j ' • v 

_ bedfg — acefg + ccegh — bdfgh • « 

x ~beh(7=7) — 77 .. ; 

1 13 . Problème. Deux mobiles parcourent une même ligne 
dun mouvement uniforme; on connaît -la distance qui les sé- 
pare à un instant connu)- leurs vitesses et- le sens de leur 
mouvement , et on dsmcinde te temps au bout duquel ils se 
rencontreront. 
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Soient v, v les vitesses des mobiles, c'est-à-dire les espaces 
qu’ils parcourent dans l’unité de temps, et d la distance qui les 
sépare. S’ils vont dans le même sens , on peut considérer celui de 
derrière comme animé de la différence des deux vitesses, et 
ayant à parcourir l’espace d. S’ils vont en sens contraire, ils se 
rapprochent à chaque unité de temps delà somme dès vitesses; 
on peut donc considérer l’un comme animé de la somme des 
vitesses et ayant à parcourir la distance d. Or Fespace par- 
couru est égal à la vitesse multipliée par le temps, donc le 
d d 

temps sera —, ou ~^_ • , , suivant que Je mouvement sera dans 

le même sens ou en sens contraire. . 

Mais pour mieux faire ressortir- les différentes -circonstances 
que ce problème peut offrir, rapportons*les positions à un point 
fiyc A de la ligne droite ou courbe que les mobiles parcourent , 
et désignons par e, e' leurs distances à -l’origine A après le 
temps t, et par a, a' les mêmes distances pour l’instant que 
l’on considère comme origine du temps; on aura pour équations 
du mouvement de chaoun d’eux 

e a= a -f- vt-, e 1 ==> d -f- v’t. 

Si l’on veut maintenant qu’ils soient à une distance donnée m 
l’un de l’autre, il n’y aura qu’à poser e — e'=±m, ce qui 
fera trois équations entre e, e', t. Pour leur rencontre , il faudra 

faire m =o , et l’on tirera comme précédemment t ~ - — 

Des trois équations entre e, e, a, a', t , m, v, v', on peut tirer 
un grand nombre de problèmes diflêrens, en prenant pour 
inconnues trois quelconques de ces huit quantités. On devra 
observer • seulement que si le sens d’un des mouvemens était 
différent dé celui que nous avons supposé, l’espace parcouru se 
retrancherait ded, ce que l’on exprimerait dans le calcul en fai- 
sant sa vitesse négative -s il en serait de même si l’on considérait 
un instant antérieur à l’origine supposée au temps , la distance 
de cet instant à l’origine pourra être considérée comme négative , 
aliii de pouvoir faire usage des formules précédentes où les di- 
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stances à l’origine des temps croissaient avec l’espace , tandis que 
dans ce cas l’espace décroît lorsque les distances augmentent. En 
ayant égard à ces circonstances, le problème n’offrira jamais 
aucune difficulté , et son énoncé se trouve ainsi généralisé : 

Etant données les positions de deux mobiles au même instant 
ainsi que leurs vitesses et le sens de leur mouvement , trouver 
leur point de rencontre sur la droite qu'ils parcourent depuis un 
temps indéjini. 

n4. Problème. Ttouver les rencontres successives de deux 
mobiles sur une courbe fermée." '■ 

‘Ce problème revient au précédent , en observant que lorsque 
les mobiles sont au même point , la rencontre suivante aura lieu 
quand celui qui a la plus grande vitesse aura gagné sur Pautre 
toute l’étendue de la courbe qu’ils parcourent. En appelant c 
cette longueur , la troisième équation e — d = — m deviendra 
e — e — ± ne pour la rencontre du rang (u -+* i ) soit après, soit 
avant le moment pris pour origine des temps. 

n5. Problème. On propose de déterminer à chaque instant 
la position d’un mobile dont la vitesse change d’une manière 
conûnue et proportionnellement au temps. 

Dans le mouvement varié, on nomme vitesse 5 un instant quel- 
conque celle avec laquelle le point se mouverait si les causes qui 
agissent p\ir lui cessaient subitement et laissaient- le mouvement 
uniforme. Cela posé, soit ( le temps pendant: lequel le point s’est 
mu, et v la vitesse qu’il a acquise; elle sera facilement connue, 
puisqu’on sait qu’elle est proportionnelle au temps et que l'on 
est supposé connaître sa valeur à un instant donné , par exemple 
après l’unité de temps; il ne reste donc qu’à déterminer 1 espace 
parcouru en fonction de v et (. 

Pour cela, partageons ( en un nombre quelconque n d’inter- 
valles égaux ; la vitesse devant croître aussi de quantités égales. 


. . U 2V 

serà à la lin de chacun d’eux - , — , — , 

n n n 


Or si l’on suppose que pendant 1® premier intervalle la vitesse 


av 


soit constante et égale à ~ , pour le second à , et ainsi de suite 


( 10 * ) 

jusqu’à v, la somme des espaces sera trop grande, tandis qu’elle 
serait trop petite si le premier intervalle de temps était parcouru 

avec une vitesse nulle, le second avec la vitesse -,etainsi de suite 


(n — i)v „ - . . 

jusqu a 5 ; I espace cherche est donc 

Tl 

deux sommes. 

Les espaces partiels de la première seront 


compris entre ces 


v t , 2i> t , 01/ t , t 

■t -■ — -f* y-- > 

n n n n n n n • 

• ; • . f ' 

et formeront une progression par différence, dont la somme sera 
La seconde somme sera de mênie 


t (n — 1)1/ n 
n n ’ a ’ 


t (n— i)y 

ou - . — . 

2 11 




vt 


Or la différence de ces deux, sommes est — , et devient de 

. n - 

plus en .plus petite à mesure que l’on Tait croître n. Mais alors 
la vitesse s’approche de plus en plus dé varier d’une manière 
continué, et en même temps l’espace tend indéfiniment vers 
■j vl qui est la limite des deux, sommes entre lesquelles il est 
compris; donc d’après le théorème des limites, l’esjface parcouru 
par le mobile d’un mouvement continu sera { et. Désignant cet 
espace par e , on aura donc b = 5 ut. 

Si l’on appelle g la vitesse. acquise après l’unitéde temps, on; 
aura par l’hyppthèse v—gt\ d’où e = '-±gt % et v“= 2 ge. ■ 

La nature - offr? une application simplo de ce mouvement dans 
la chute des corps (dans le- vide) par l’action de la pesanteur; 
car recevant à chaque instant une impulsion égale dans le sens 
delà verticale, leur vitesse doit croître uniformément; c’est-à- 
dire dans le même rapport que Iç temps- * ’ 

Corollaire. Si le mobile s’était mu pendant le même temps t 
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avec la vitesse liuale v x i! aurait parcouru un espace double, car 
d’après la théorie du mouvement uniforme cet espace serait vt. 

1 16. Problème. Trouver la vitesse qu’il faut imprimer à un 

corps , pour le faire parvenir verticalement à une hauteur h avec 
une vitesse a. . . 

On remarquera pour cela que pendant qu’il remonte la’pe- 
santeur diminue autant sa vitesse qu’elle l’augménterait s’il 
descendait. Si donc on désigne par v la vitesse demandée, elle 
sera précisément celle que le corps acquerrait s’il tombait de la 
hauteur h partant avec la vitesse initiale a. La vitesse gagnée 
v — a sera donc, d’après les formules précédentes, 

, • , 

v — a—^agh, d’où v = a-{-\/ugh. 

Corollaire. Si on lanée. verticalement de bas en haut un 
corps avec la vitesse a , et qu’au moment où elle jera éteinte on 
lui imprime la vitesse b, il ipontera moins haut que si on lui 
imprimait d’abord la vitesse a-\-b. Car l’espace dans ce dernier 
(a-j-t)’ ..i • -i -, a* b % 

2 £ \ ag a g 

Ces deux espaces seront bien parcourus dans le même temps , 
mais la vitesse initiale est plus grande dans un cas , jusqu’au 
point où elle se réduit à b comme la seconde. 

117. Problème. Trouver la vitesse que la pesanteur a cpm- 
muniquée à un corps tombant librement pendant une seconde. 

Supposons pour cela qu’on ait pris la seconde pour unité de 
temps et qu’on ait laissé tomber d’une hauteur connue h un 
corps que l’on aura choisi très dense pour diminuer l’effet de la 
résistance de l’air ; soit ( le nombre de secondes que le mouve- 
ment a duré, on aura, en faisant abstraction de la résistance 
de l’air, 

*=£“» dou g — —■ 

Substituant à h et t leurs valeurs connues, on trouvera g ex- 
primé en unités de longueur; cette valeur pour la latitude de 
Paris est g = . ' 
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1 ° n a reconnu que cette vitesse variait arec k latitude : si Ton 
désigne par m celle qui a lieu pour la latitude de 5 o° et par m' 
celle pour ]a latitude on a m'=m(i— 0,002837 cos a <P) 
Au pèle on a fsÿs- et m'=m{ 1 + 0,00383;); à l’équateur 
< P = 7 t ° et m ==m ( I — 0,002837); l’accroissement de pesanteur 
de l’équateur au pôle est donc 2 m(o,oo 3 SS 7 ), ce qui fait à peu 
. P r ès rh <1® 8a valeur moyenne. 

1 18. Problème. Trouver les diverses rencontres sur une courbe 
fermée de deux mobiles dont la .vitesse croît proportionnelle- 
ment au temps. 

Pour le premier mobile, on aura en désignant, par e sa di* 
stahce à l’origine après 4 e temps t , par a oeltô distance pour le 
temps zéro, et par g la vitesse acquise après l’unité de temps, 

o^a+'ïgr. 

; Pour le second mobile, on aura , 

e ' = «' + ï^. 

et pour la rencontre de l’ordre n , on aura e '— e = (n — i) c , en 
désignant par c le contour de la courbe ; d’où l’on tirera 

» 

V— =(n—i)c,,et t — î( n ~ l ) c +< 2 (a—a , r . 

V g— g 

11 9 * PaÇBrèMR. Connaissant la pesanteur spécifique de deux 
corps, trouver dans quel rapport ils entrent dans un mélange 
.donné, ' ® , 

, Nqus commencerons par donner une idée rapide de ce que 
c est que la pesanteur spécifique et des moyens de la déterminer 
On appelle pesanteur spécifique d’un corps, le pouls d’une • 
unité de sqn volume ; on la rapporte ordinairement à celle de 
1 eau, et alors il suffit de diviser le poids d’un volume quel- 
conque du corps par celui d’un pareil volume d’eâu : ce dernier 
poids se détermine au moyen de ce principe , qu’un corps plongé 
dans un liquide y perd une quantité de son poids égale à celui du 
volume de liquide déplacé. Et en effet, le corps remplace alors 
un volume égal de liquide qui, étant en équilibre, devait être 
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poussé de bas en haut par nne force verticale égale à son poids ; 
le corps plongé doit «lonc perdre une quantité égale du sien. 
Par conséquent , pour trouver la pesanteur spécifique d’un corps 
quelconque, ou le pèsera dans le vide, puis dans l’eau, et on 
divisera le premier poids par la perte qu’il aura subie. 

Si l’on veut déduire le poids d’un corps de sa pesanteur spé- 
cifique, ou la multipliera par le volume, l’unité étant toujours 
le poids de l’unité de volume d’eau. • 

Si l’on veut déduire au contraire le volume, du poids, oh divi- 
sera ce dernier par la pesanteur spécifique. 

Cela posé, soient p, p' les pesanteurs spécifiques des deux 
substances , et p" celle du mélange donné que l’on déterminera 
comme il vient d’être dit , ainsi que son volume m. Soient x et y 
les volumes des deux substances; on aura 

px+p’y=p'mi 

d’où. x — ?- — , X m, y = - — — X m. 

P— P J P— P 

Enoncés de Problèmes du premier degré. 

Problème. Une personne possède a francs qu’elle fait valoir 
à un certain intérêt, et elle doit b francs dont elle paie ut^ 
autre intérêt; l'intérêt de la première somme surpasse de c 
celui de la seconde. Une autre personne fait valoir d francs au 
second intérêt , et paie l’intérêt de e francs au premier taux ; 
elle retire/" francs de plus qu’elle ne paie. On demande les taux 
des deux intérêts. 

Problème. Une personne acliètc up certain nombre d’aunes 
d’étoffe à un prix qu’on ignore. Si elle achetait cinq aunes de 
plus d’une étoffe qui coûte 3 francs de moins, elle paierait le 
même prix ; mais si elle achetait six aunes de plus d’une étoffe 
qui coûte 4 francs de moins, elle paierait 18 francs de moins. 
11 s’agit- de trouver les nombres d’aunes et les prix de chaque 
espece d’étoffe. 

Problème- On demande les biens de trois personnes A, B, C, 
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sachant que le bien tic A augmenté de m foi» la somme des 
biens de B et C , vaut p ; que le bien de B plus n fois la somme 
de «jeux de A et G, vaut q; enfin que le bien de C; joint à L 
. fois ceux de A et B, vaut r. 

Problème. Partager les nombres donnés, a, b, c, d, e... 

. chacun en deux parties telles que le rapport d’une partie de a 
à une de 6 , de l’autre de b à une de c, de l’autre de e à une 
de d;*dc la seconde de d à une de e , etc. jusqu’au rapport de la 
seconde partie du dernier nombre à la seconde de a , soient tous 
donnés. 

Problème. Trouver les biens de six personnes, A, B, C, D, E, F, 
sachant que la somme des biens de A et Best a; que celle des 
biens de C et D est b ; que celle de E et F est c ; que le bien de A 
vaut m fois celui de C ; le bien de D, n fois celui de E , et le bien 
de F, p fois celui de B. • . 

Problème. Trouver les huit quantités A, B, C, D, E,F, G, H, 
connaissant les. sommes ou les différences deux à deux , de A 
et B, de C et D , de E et F, de G et H ; et les rapports de A à C > 
de D à E , de F à G , et de H à B . * 

Généralement , les quantités A , B , C . k . étant en nombre pair 
am , il y aura un cas d’iqi possibilité ou d’ indétermination lors- 
que m sera pair , et le problème sera toujours possible et déter- 
miné lorsque m sera impair. 

Problème. Trouver les arêtes d’nn parallélépipède rectangle , 
sachant qu’elles sont entre elles comme les nombres m, n , p , et 
que si, ces arêtes varient des quantités respectives, a, b, c, la 
surface totale aura varié d’une quantité q. 

Problèmes indéterminés du premier degré. 

Problème. Trouver des multiples des deux nombres 54 et y3 
qui diflèrent entre eux d’un nombre donné r. 

Problème. Le mois lunaire étant de. ag' 12 A 44', et par suite 
sa longueur étant à celle du jour solaire comme les nombres 
jo63i et36o, on demande les multiples de ces deux nombres 
qui différeront de r. 
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Problème. Trouver les nombres qui, divisés par 3 , 5, 7 
donnent les restes respectifs q, 4,6. 

Problème. Payer une somme de 3457 francs en pièces de 
5 francs et de 24 francs. 

Problème. La piastre valant 5 francs 8 sous, et Pécu de France 
~ valant 2 francs i5 sous, on propose de payer 1000 francs en 
piastres et en écus seulement. 

Problème. On a trois lingots d’argent de trois titres différons. 
Iæ premier est au titre de 11 deniers; le second de 10 £ , et 
le troisième de 9 ; combien dpit-on prendre d’onces de chaque 
lingot pour en faire un lingot de 3o onces dont le titre soit à 
10 deniers? 

Problème. Trouver en nombres entiers les côtés d’un rec- 
tangle tel que sa surface contienne quatre fois autant de mètres 
carrés que son contour contient de mètres. 

Solution. Soient x et y les deux côtés , on aura xy = 8(r -fy) ; 

d’où x=J^ = 8+JL 4 _ 

y — 8 y— 

Il faudra donc que y — 8 soit diviseur de 64; égalant suc- 
cessivement y — 8 à chacun des diviseurs de 64 (tant positifs 
que négatifs) , et cherchant les valeurs positives correspondantes 
d’x, on obtiendra toutes les solutions entières de l’équation. 

Si l’on avait l’équation générale xy = m(x-{- y), on trouve- 

rait x — m + » et ^ on traiterait les diviseurs de m* comme 

on a fait pour ceux de 64. 

Problème Trouver en nombres entiers les arêtes de parallé- 
lépipèdes rectangles à base carrée, tels que leur volume vaille 
cinq fois autant de mètres cubes que leur surface contient do 
mètres carrés. 

Ce problème se résout comme le précédent. 

Problème. Soit a le côté d’un carré donné en nombre entier , 
on demande en nombres entiers les côtés x,y d’un rectangle, 
de manière que les deux figures aient leurs surfaces propor- 
tionnelles à leurs contours. 
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Le calcul conduit à égaler ay — a aux différons diviseurs 
de a*, et on ne devra prendre parmi ces diviseurs que ceux qui 
augmentés de a donneront des nombres pairs. 

Problème. Trouver quels sont les polygones réguliers d’une 
même espèce ou d’especes différentes au moyen desquels on 
puisse couvrir exactement un plan indéfini: 

Enoncés de Problèmes du second degré. 

Problème. Trouver trois nombres , connaissant chacun des 
quotiens qu’on obtient en divisant cliacun des produits de deux 
d’entre eux par le troisième. 

Problème. Trouver trois nombres , connaissant le produit de 
chacun d’eux par la somme des deux autres. 

Problème. Trouver trois nombres , connaissant le produit de 
chacun d’eux par la différence des deux autres. 

Ce problème est indéterminé ou impossible. On le résoudra 
ainsi que le précédent en déterminant d’abord les trois produits 
xz, xy , y z , puis en en déduisant les trois carrés x % ,y x , s\ 

Problème. Trouver deux nombres dont on connaît la somme 
ai et la somme des cubes a q. 

On prendra pour inconnue la différence ad des deux nombres, 
qui seront alors exprimés par s + d et s — - d. 

Problème. Un négociant a un certain nombre d’aunes de 
drap, et 90 aunes de plus d’un drap moins fin-, les valeurs to- 
tales des prix des aunes de chaque espèce sont égales. S’il ven- 
dait chaque espèce au prix de l’autre, il retirerait pour les 
premières 900 fr., et pour les secondes a 5 oo fr. Trouver les 
deux nombres d’aunes. 

Problème. Trouver deux nombres dont on connaît la somme 

ou la différence a m, et la somme ou la différence - des quo- 

<7 

tiens qu’on obtient en les divisant mutuellement l’un par l’autre. 

Problème. Deux courriers partent au même instant, l’un 
de A pour aller en B, l’autre de B pour aller en A \ leurs vitesses 
sont uniformes et dans, un rapport tel, que le premier arrive 
en B quatre heures après qu’ils se sont rencontrés, et que le 


Digitized by Google 



( n5 ) 

second arrive en A neuf heures apres cetÆ rencontre. On de - 
mande le temps employé par chacun pour parcourir la di- 
stance AB. 

Problème. Un négociant escompte deux billets, l’un de 
8776 fr. payable dans neuf mois, l’autre de 7488 fr. payable 
dans huit mois : il a payé pour le premier 1200 fr. de plus que 
pour le sëcond : on demande le taux de l’intérêt. 

Problème. Un négociant a acheté un certain nombre d’aunes 
d’étoffe pour 1 728 fr. ; il en prend 24 pour son usage , et il vend 
le reste pour 1800 fr., de manière qu’il gagne 3 fr. par aune: 
on demande le nombre des aunes. 

Problème. Une personne qui possède 100000 fr. partage cette 
somme en deux parties, qu’ello fait valoir h deux taux différens 
et pour lesquelles elle retire en tout 54oo fr. d’intérét. Si elle 
faisait valoir la première partie au même taux que la seconde, 
elle en retirerait 36oo fr. d’intérêt ; et si elle faisait valoir la 
seconde au même taux que la première, ello en retirerait 
2000 fr. On demande les deux taux et les deux parties de la 
somme proposée 100000 fr. 

Problème. En vendant un cheval 1 1 louis, on a gagné pour cent 
autant que le cheval avait coûté : on demnnde quel était ce prix* 

Problème. Trouver quatre nombres en proportion par quo- 
tient, connaissant la somme 2 a des moyens, la somme 2 b des 
extrêmes , et la somme 4c des carrés des quatre termes. 

On prendra pour inconnue auxiliaire le produit p des moyens 
ou des extrêmes. On trouvera ainsi que la demi-différence des 
moyens est l/ a 2 — p , que la demi-différence des extrêmes est 
l/ b' J — p-, d’où l’on conclura l’expression des quatre termes en 
fonction de pj on égalera la somme de leurs carrés à 4c, ce qui 
donnera p= 3 <z a -f-ù a — c, et les quatre termes seront connus. 
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Questions qui conduisent h des équations qui se 
• ramènent à celles du second degre. 

Problème. Trouver deux nombres dont on connaît le pro- 
duit, et la somme ou la différence de leurs carrés. 

Problème. Trouver deux nombres dont on connaît la somme 
a s, et la somme ou la différence 2 q de leurs quatrièmes puis- 
sances. On appellera ux la différence des deux nombres; alors 
ils seront exprimés respectivement par s-\-x ,s — x, et le cal- 
cul n’offrira aucune difficulté. 

Problème. Trouver quatre nombres en proportion par quo- 
tient, connaissant la somme des moyens, celle des extrêmes , et 
celle des quatrièmes puissances des quatre termes. 

On prendra pour inconnue la différence 2r des moyens. 

Problème. Trouver quatre nombres en proportion par quo- 
tient, connaissant la somme des extrêmes, celle des moyens, et 
l’excès de la somme des cinquièmes puissances des extrêmes sur 
la somme des cinquièmes puissances des moyens. 

Problème. Trouver quatre nombres çn proportion par quo- 
tient , connaissant leur somme , celle de leurs carrés et celle de 
leurs quatrièmes puissances. 

Problème. Trouver quatre nombres en proportion , connais- 
sant la somme des quatre termes, celle de leurs cubes , et celle 
de leurs cinquièmes puissances. 

Problème. Trouver deux nombres dont on connaît la somme p 
de leur produit et du produit de leur somme par un nombre 
donné a, et dont on connaît aussi la somme 2 q de la somme de 
leurs carrés et du produit de leur somme par un nombre 
donné 2 b. 

On prendra pour inconnue la somme ax des deux nombre* 
et leur différence ay , les deux équations seront alors 

x* — y*-\-2ax=p, x* -t-y* -+- o.bx = q ; 

doù l'on tirera par l’addition et la soustraction de ces deux 
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équations , 

2 x*-f i(a + b)i — p 4 q, uy'+i{b — a)v=zq—p, 

équations qui n’ollriront aucune difficulté. 

120 . On peut voir par plusieurs des exemples précédens 
combien le choix des inconnues peut simplifier les équations. 
Le dernier problème, par exemple, aurait conduit à une équa- 
tion complète du quatrième degré, ji L’on avait pris pour incon- 
nues les deux nombres demandés. 11 faut autant que possible 
choisir des inconnues qui entrent d’une manière symétrique 
ou avec une simple différence de signe dans l’expression des 
nombres entre lesquels on donne des relations. 11 en résulte 
alors, ou des similitudes qui abrègent les calculs en les ramenant 
les uns aux autres, ou des destructions de termes qui les sim- 
plifient considérablement. C’est ainsi que dans un grand nombre 
des problèmes précédens nous avons pris pour inconnues la 
somme, la différence ou le produit des nombres cherchés; et 
l’on sentira tout l’avantage de ce choix, si l’on résout lesmièmes 
problèmes en prenant immédiatement les nombres cherchés 
pour inconnues. 

11 arrive quelquefois que certaines quantités dépendantes des 
inconnues sont susceptibles d’un moindre nombre de valeurs 
que celles-ci; et si on les prend pour inconnues, on sera con- 
duit à des équations de degré moins élevé. C’est en avant égard 
à toutes ces considérations, qu’on peut parvenir à donner de 
l’élégance et de la simplicité aux formules, et même à résoudre 
des problèmes qui, sans cela, seraient au-dessus des forces de 
l’analyse actuelle. 

Problèmes sur les coejjlciens indéterminés. 

1 2 i. Problème. Trouver les diviseurs d'un degré donné d'un 
polynôme 

je"' + Aj"-' 4- B r m - J 4- ... 4- V. 

Si l’on désigne par n le degré des diviseurs, leur forme géné- 
rale sera 

a* + «.r»-* 4- Cx"— 4- . . . -f fc. 
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Le quotient du polynôme donné par ce diviseur sera de la 
forme 

x m—n Qj-m-n- i _j_ 

Faisant le produit du diviseur .par le quotient et l’égalant au 
dividende, on aura m équations entre les m inconnues • -p, 
et a , b. . . u, d-’où l’on déduira à la fois les coefliciens des divi- 
seurs du degré n et du degré m — n. 

12a. Problème. Eliminer une inconnue entre deux équations 
d’un degré quelconque. 

. Soient les deux équations, ordonnées par rapport à x, 

* x m + Px m - + Qx— * -f- . . . + V = o, 

i" 4- Fx»“‘ + Q'x*— -f- . . . + V' = o , 


dans lesquelles les coefliciens P, Q, . . ., Y, P', Q',. . ., V', de x , 
peuvent renfermer d’autres inconnues. 

Toute valeur d'y qui convient à ces équations doit introduire 
une racine commune en x par sa substitution ; les équations 
résultantes doivent donc avoir un commun diviseur x — a\ on 
aura donc 


x" -f- . . . -J- V = (x — «) (x- 1 + ax m ~‘ -f- . , . + v ) , 
x" -f- V' = (x — «) (x— 1 -f «'x* - * -f- . . . -f- */). 

Eliminant x — a, il vient 

(x”..+V) (x— -f- a'x"-\. -f *■') = (x”+.. -fV') (x"-'.. + e) 

Cette identité fournira m-j-n — î équations entre lesquelles 
on éliminera les m-^-n — 2 coefliciens a , a'... v qui 
n’entreront qu’au premier degré , et il restera une équation de 
condition en y qui exprimera que les premiers membres ont 
un diviseur commun du premier degré : les valeurs d’y que l’on 
.en tirera seront donc celles qui conviendront au système des 
deux équations, conjointement avec les valeurs d’xque donne- 
ront les diviseurs correspondans égalés à zéro. 

La formule de ces diviseurs sera 


x m 1 -f- «x" 1-3 -j- ...•+• f 
X"' 4- • • • -t- V 


•— Kx -f- H ; 


d’où l’on voit que si à une valeur d’y correspondaient plu» 
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sieurs valeurs d’x,on aurait nécessairement K=ro, H —o, sans 
quoi l’équation K.x + H=o ne pourrait être satisfaite par deux 

valeurs de x. I<a forme ^ trouvée pour x annoncera donc que le 

diviseur commun en x est d’un degré supérieur au premier, et 
on le cherchera par la méthode connue. 

ia3. Probl&ke. Connaissant Us facteurs du premier degré du 
dénominateur d’ une fraction rationnelle j la décomposer en du— 
tant de fractions ayant des numérateurs indépendant d*x , et 
pour dénominateurs respectifs ces facteurs du premier degré. 
Soit la fraction 


ax * -f- bx u * -4- ex* *+...+« M 

x m + Ax m -‘ + Bx m_a . + V N‘ 


Soient, et, C , . . , p, les seconds termes des facteurs du déno- 
minateur pris en signe contraire et supposés tous inégaux, et 
P, Q, . . . , S , les numérateurs des fractions partielles ; la pro- 
posée devra être ségale à 

X — a X — G X — f* 

Chassant les dénominateurs et identifiant, il viendra 



où l’on remarque que chaque terme est divisible par son déno- 
minateur et ne le contient plus après la division, et que tous les 
autres ont ce même dénominateur pour facteur. On pourrait» 
comine précédemment, tirer P, Q.., en identiGant les coeffi- 
cicns des mêmes puissances de x , mais on observera que cette 
identité ayant lieu quel que soit x, ne sera pas détruite si l’on 
fait x=»\ ce qui ne laisse subsister que le premier terme du 

second membre , et donne pour valeur de P l’expression • ^ 


(£) 


dans laquelle on fait x= a après la division par x — a. 

Pour avoir Q, ou fera de même x — G-, et ainsi des autres } 
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et Ton aura pour P, Q,. . . des valeurs finies et indépendantes 
de x. 

Cette décomposition n’est plus possible lorsque le dénomina- 
teur a des facteurs égaux; car si, par exemple, on avait * — Z, 
quand on ferait x=a, l’équation (t) ne serait plus identique, 
puisque le second membre seul deviendrait nul; mais on peut 
toujours déterminer par le même moyen les fractions partielles 

qui correspondent aux facteurs inégaux , en y ajoutant une 

* 

fraction de la forme — , x— r étant un facteur du degré 

(x — r)P ° 

p de N, et R un polynôme du degré {p — 1) en x, qu’on ob- 
tiendra facilement d’après les fractions connues et la proposée. 
Or on peut opérer la décomposition suivante : 

R _ A' £ S 

(x — r)P (x—r)P (x — r)P~ l *“ X — r 

A', B', . . S', étant indépendans de x , il suffira de cliasser le 
dénominateur (r — r)? et d’identifier les deux membres, ce 
qui fournira autant d’équations que de coefficiens, A'... S'. 
Cette identité sera 

R = A'+ B'(r — r) -f- C'(x — r)*. . . -f- S'(x-r/-. 

Mais on peut encore déterminer A', . . . , S', plus simplement 
de la manière suivante. On fera d’abord * = r, et on aura A' et 
l’équation suivante : 

11 ~ A = B' -H C(x — r)... 4- S'(x — r)P~ % . 
x — r 

Faisant encore x — r, on aura B’; et l’on continuera ainsi 
jusqu’à S'. 

On agira de la même manière lorsqu’il y aura d’autres fac- 
teurs multiples que (x — r). 

4t. Rjourque. Toute fraction rationnelle pouvant être dc- 
composée en fractions simples de la forme — , lorsque son 
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dénominateur n’a pas de facteurs égaux , et le développement 
de cette dernière donnant la progression géométrique indéfinis 



il s’ensuit que le développement de toute fraction rationnelle , 
ou, en d’autres termes , qu’une série récurrente quelconque est 
la somme d’un nombre de progressions par quotient marqué 
par le degré du dénominateur. Le terme général du développe- 
ment s’obtiendra facilement en faisant la somme des termes 
généraux d’un même degré de toutes ces progressions. 

Réciproquement. Si l’on ajoute terme à terme plusieurs pro- 
gressons géométriques, on aura toujours une série récurrente, 
car toute progression peut être le développement d’une fraction 
A 

, x étant donné et A, a déterminés par la progression 

' 1 
proposée. 

1 24 . Problème. Trouver les conditions générales pour qu’un 
polynôme du fécond degré à deux variables soit décomposable en 
deux facteurs rationnels du premier degré. Soit le polynôme 

y* -f- axy -J- -f- cy dx -f- e. 

Ses deux facteurs du premier degré seront de la forme 

y — mx — n et y — m' x — n'. 

4k 

Leur produit sera 

y* — (m -f m)xy+ mm' x' — (a -f- n')y -f- (mn'-f- nm')x -f- nn! • 
L’identifiant avec le polynôme proposé, on aura les5 équations 
— a, mm—b, n+n'——c, mn-\-nm'=d , nn'=e. 
Eliminant m, m.', n, n, on obtiendra l’équation de condition 
(ac — 2 ily = (a* — 4 b) (i* — 4ej ; 
ou bien d 1 — acd = 4 be — a’e — bc*. 
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Si l’on demandait que le polynôme fût un carré parfait , il 
faudrait que l’on eût m'z=m et n'=n\ les équations précé- 
dentes deviendraient 

2 m = — a , m*—b, an— — c, amn = d, n‘ — e. 

» 

Eliminant m et n, on aurait les trois conditions 
oc = ad , a a — ib, c“ = 4e. 

î a5. Problème. Trouver le développement de la puissance m 
entière d'un binôme x + a. 

(x-f a) 1 " n’étant autre chose que x m dans lequel on change 
x en x-f- a, les deux premiers termes seront, d’après la théorie 
des dérivées x m -f- mx m ~'a. Dans tous les autres termes , la 
somme des exposans d’x et d’a sera m, d’apres les règles de la 
multiplication , et on pourra représenter le développement par 


(x-f-o) ,n =x'"-l-77ix m ‘* 1 a"-l-Ax' n— “a^+Bx 1 ” 3 a , +Gi jn i a i -f- etc. 

Or, soit qu’on augmente x ou a de h, on a le même résultat 
(* + a -f- h'y n ; donc, le coefficient de A à la première puissance , 
est le même dans les deux cas. Prenant donc la dérivée du se- 
cond membre , d’abord par rapport à x, puis par rapport à a, on 
aura deux expressions qui devront être identiques, et qui seront 

mx m ~ 1 -f- m(m — i)x m ~ a <i -f- A (m — a')x m ~ 3 a* -|- etc. , 
mx m ~' -+- îAj™ -1 a + 3Bx m— 3 a 1 etc. 

Identifiant , on aura 


m{m — i) = sA , A(/n — a) — 315 , B(m — 3) = 4C., etc. ; 

d’où B = — a ), etc. , 

3 2.3 


ce qui donne une loi facile à saisir pour les coefficiens du dé- 
veloppement. ■ 

12 S. Problème. Trouver le même développement en suppo- 
sant m quelconque. 
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Tout sc réduit à faire voir qu’on peut toujours supposer au 
développement , la forme 

x M -f- mx n ~'a -f- Ax“"’a’ + etc. 


Pour cela, posons - = z, on aura (r -|- a)”~ x^i-J-z)". 

Si m est une fraction - , on aura h. extraire la racine q de 

<7 

(1 -f-*y., ce qui donnera un développement procédant suivant 
les puissances entières et positives dez. Si m est négatif, il faudra 
diviser l’unité par un développement procédant de cette même 
manière, ce qui donnera un quotient du même genre. On aura 
donc, dans ces deux cas, 

(i -f-z)' n = 1 -j- Az -f- Bz 1 -J- Cz“-f- etc. 

Remplaçant z par - , et multipliant par x", il vient 

( x + d) m = x m + A x m ~‘a + Bx m — a* -f- etc. 

Or, on sait que dans tous ces cas, la dérivée de x m est mx m ~' ; 
on a donc 

(x = x m -f- mx^'a -f- B r"”V -f- etc. ; 

d’où l’on déduira les mêmes valeurs de B , C , etc. , que dans le cas 
précédent. Seulement , quand m ne sera pas entier et positif, le 
développement sera indéfini, même pour deswaleurs particu- 
lières de m , parce que ces coelDcicns ne deviendront jamais nuis. 

127. Problème. Trouver le développement suivant les puis- 
sances ascendantes de x de la fraction . 

1 — ax — ox* 

En effectuant la division et ordonnant par rapport aux puis- 
sances ascendantes de x, on sait que Je quotient procédera sui- 
vant les puissances entières et positives d’x ; de sorte que l’on 
pourra établir l’identité 

CL -r- b C 

TXÜFXEP = A + II* +c*- + d*»+e*< + ce 
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Chassant les dénominateurs , il vient 


|x-HC 

x*-f D 

jc 3 +E 

1 — Ba 

— Ca 

— Da 

— kb 

— B b 

— C b 


X* -f- » • » 


Egalant les coefficiens des mêmes puissances d’x, on aura le» 
équations 

A = <*, B — Aa=ff, C — Ba — Ab~o, D — Ca — Bè==o,etc.; 
d’où l’on tire A=« , B —aa.-\-C, C - Ba-f- Ab , D=Ca-j-Bù , etc. 


-De sorte qu’à partir du troisième terme , chaque coefficient est 
égal à la somme des deux précédens multipliés respectivement par 
les constantes a et b. Chaque ternie se déduit alors des deux pré- 
cédens en multipliant l’un par ar et l’autre par bx*. Une pa- 
reille série se nomme récurrente , et les constantes par lesquelles 
on multiplie les termes, forment ce qu’on appelle l 'échelle do 
relation. 

On obtiendrait des résultats analogues, en supposant les deux 
termes de la fraction d’un degré quelconque. 

128. Problème. Etant donnée une équation , en trouver une 
autre dont la première ait pour racines les carrés des diffé- 
rences entre les racines de la seconde. 

Soit l’équation donnée 

x“ ax n ~' bx n ~ ‘-j- . ... -f- v = o. 


Désignons par m le degré de l’équation cherchée, ou aura la 

±: \/ 1 8ra 


m[m — i ) 

N ..... f — • »l • - 

a 


d’où m 1 — m — 2 n —O , et m = - 


On ne pourra prendre que le signe -f- du radical , parce que 
m doit être positif, et comme il doit de plus être rationnel et 
entier, il faudra que 1 -f -8n soit un carré; ce carré étant im- 


/ 
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pair, le numérateur i + \/ 1 +.8n sera pair, et par suite m sera 
entier. < 

Cela posé, représentons l’équation cherchée par 

i" + *x m ~‘ -f- Zx m ~* 4- ... 4- n — o. 


En cherchant par les moyens connus Son équation aux carrés 
des différences , on obtiendra une équation du degré n qui devra 
être identique avec la proposée. On aura par là n équations 
entre les m coefficiens de l’équation cherchée. Or si n est plus 
grand que 3, il sera plus grand que m, puisqu’il est égal à 


m(m — i) 


et l’on aura plus d’équations que d’inconnues ; il 


y aura donc n — m équations de condition entre les coefficiens 
donnés qui se joindront avec la condition que i+8n soit un 
carré. 

129. Nous allons chercher à développer les fonctions a*, 
log ( î-f-x) , sin x et cos x , suivant les puissances entières posi- 
tives et croissantes de la variable x. 

Problème. Pour développer a 1 , on observera d’abord que 
a* se réduisant à l’unité quand on fait x—o, le terme indé- 
pendant d’x dans le développement doit être 1 , et les autres 
ne doivent renfermer aucune puissance négative de x, sans quoi 
cette hypothèse les rendrait infinis. De plus, il ne saurait y 
avoir d’exposans fractionnaires, car alors le développement au- 
rait plusieurs valeurs correspondantes à une seule valeur d’x > 
ce qui ne peut avoir lieu pour la fonction a z ; ce développement 
sera donc de la forme 


a z — 1 -f- Ax 4- Bx a -f- Cx 1 -f- Dx* 4- etc. . . . 

Or, si l’on y échange x en x -f- h , on a le même résultat qu’en 
multipliant a* par q. h , c’est-à-dire 1 -f- Ax 4- Bx* 4- etc. par 

+ etc- 

Prenant dans les deux cas le coefficient total de la première 
pu issance d’h , on aura , en les identifiant , 


A 4- aB r 4^3Cx a 4- etc. = A A*x -f ABx* 4- etc. ; 
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d’où l ! on tire 

2B = A», 3 C=s AB, 4 D = AC , etc. , 


et enfin 


n_ A * r_ A3 t,_ A+ 

B_ t> D “ÎX4 >etC - 


Le développement de a* devient 


AV 




I* , , Ai” . A +37* 

<z — i -j- Ax 4" 4- ■ ; "4— — . -f- 

1.2 ^ 1 . 2 . 3 ^ 1 . 2 . 3.4 ^ 

Il ne reste plus qu’à trouver la valeur de A. Ce développe- 
ment ayant lieu quel que soit x, posons Ax = î , il devient 


(i). . . a A = a -f 1 


-f- etc. == e. 


i-a i. 2 . 3 “ i.2. 3. 4 

Les termes de cette série diminuant rapidement, si l’on cal- 
cule la somme des dix premiers termes , on trouvera 

6 = 2,7182818 etc. à moins de 0,00000002 etc. près. 

Â~ 

De l’équation a = e , on tire en prenant les logarithmes 
dans un système quelconque , 

— log a — log e , d’où A = 

A log e 

Si l’on désigne par V les logarithmes pris dans la base e (ces 
logarithmes ont reçu le nom de logarithmes népériens) , on aura 
A = l'a , et par suite 

(2). . .a* = , + xl'a + + etc. 

1.2 1 . 2.3 

Faisant a=e, on trouve 

( 3 ) . . .0* = ! + X + ~ + ~~ + etc. 
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j 3o. La valeur de c est incommensurable ; mais on peut en 
approcher autant qu’on veut. En effet 

I _| — î— -f. • ■■ -f* etc. 1 1- etc. 

aTa.3 ' a. 3. 4 a a. a a. a. a 


_ î , î i 

Or — 1 j 

a a. a a. a. a 


4- etc. r= i j donc e < 3 ; 


mais e^> a; e n’est donc pas un nombre entier. 

Si e était une fraction irréductible — , on aurait n < m , n^> i , 

n 

et l’on pourrait mettre e sous la forme 

c ~ if =0* + j -L+ ^ ~ + ««■.} 

Multipliant les deul membres par a.3.4. . .n, il viendrait 


m xa.3...(rt— 

La somme de tous les termes de la série 

x i 


(n+l)(»+a) 


+€IC.| 


n -t- x (n + x) (n + a)* 
tier ». Or, cette somme est moindre que 


+ etc. , serait donc un nombre cn- 


4 - 


1 , 1 . x 

+ etc. , et — - (- ; — - — - 4* etc. = -. 

B+x (n+i)‘ n 


n+ X (n+i)' 

Le nombre entier » serait donc moindre qu’une fraction - 

Tt 

plus petite que l’unité ; ce qui est absurde; 

La valeur de e est donc incommensurable. 
i5i. Lorsqu'on prend pour valeur approchée de e la somme 
des n premiers termes de la série (l), l’erreur E est moindre que 

î „ 1 

a.3.4. .i* n’ ^ 

^ a.3. . .n ^ {n -f- x (n -f- î) (ra-J- a) etC ‘} * 


et on vient de voir que 


n+i"^ («4- 0( n + a ) CtC ’ ^ » 
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On peut donc toujours prendre n assez grand pour que l’er- 
reur soit aussi petite qu’on voudra. 

Exemple. Si n=io, on trouve e = 2,7 182818 etc.; l’er- 
reur est moindre que — ou que —r. — ou 

’ 2.3. ..9. 10. 10 1 36288000 

que 0,00000002 etc. 

i3a. Problème. Développer la g ( 1 + x) suivant les puis- 
sances entières positives et croissantes de x. ■ 

On cherche le développement de log ( 1 x) , parce que celui 

de log x devant devenir infini par x—o, ne saurait procéder 
suivant les puissances positives de x. Nous venons» de trouver 
que dans le développement de a x , le coefficient de la première 

puissance de x est : si donc nous cherchons ce coefficient 
log e 

par une autre voie , nous connaîtrons le développement de log a 
et par suite celui de log (1 -f-x) , en posant ct= 1 -f- x. Or, 


û J = {i+(a-i)} I = i + i(fl-i)4 


*(*— ') 


1 .2 


(a— i) 4 4-etc., 


et la somme des coefficiens de la première puissance de x sera 
(a— i)‘ (a— ’i) 3 (a — O 4 


(a — 0- 


-f- etc. 


■.Donc 


log e a o 4 ; 

Changeant a en 1 -f - x et multipliant par log e , il vient 


( 1). . .log (1 +x) = iog e (x — Y + y — y + etc.). 

Si l’on prend e pour base du système , log e deviendra l’unité, 
et désignant les nouveaux logarithmes par la caractéristique V , 
on aura 

r® t i 

(2)...r(i +x)=x — Y+y- — + etc. 

Cette série n’étant pas convergente pour des valeurs de x 
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plus grandes que i , ne pourrait servir h calculer les loga- 
rithmes des nombres plus grands que 2. Pour la transformer 
en une autre qui soit convergente, changeons x en — x , nous 
aurons 

T* 

r (l — x) = — x — - — etc. 

2 .0 

Retranchant ce développement du premier, il vient 

'0 — >=<T=f)= <*+T+T + ' te >' 

Pour rendre cette formule convergente et d’une application 
commode, faisons 

1 +* L 1 1 1- 

= 1-4 — ; nous eu déduirons 

, 1 — x y 

1 ' 

x = — , et par suite 

*y + 1 r 

* 0 ~ 2 {ay i 3 («y -+- Tÿ* 5(aj> + i) 5 eU } - 

Or, ^i+^= r (r~z~~) — e {y + 1 ) — Hyï Donc 

(3) . . . I{y + ■ ) - = ■ {~rr + si~+Tf + c, 4 

Cette série donnant la différence entre les logarithmes de 
deux nombres entiers consecutifs, fera connaître les loga- 
rithmes de tous lés nombres entiers, en donnant à y les va- 
leurs 1,2,3, etc. De plus elle est fort convergente , et il suffira 
d’en calculer un très petit nombre de termes. On calculera de 
cette manière les logarithme* des nombres dans la hase. e. 

Si l’on veut ensuite construire une table, d’apr?s une hase 
quelconque a, il suffira de riiultiplier tous les premiers loga- 
rithmes par — ; cette constante prend le nom de module ; et sa 

valeur pour passer de la hase c dans la hase i o est o,^3 i 29448 1 9 etp. 

9 
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1 33. 11 est facile de parvenir directement à la série qui 
exprime le logarithme de î H-x. En effet; ce logarithme se 
réduit à *éro quand x = o, et quand la base est donnée, un 
nombre n’a qu’un seul logarithme réel; on est donc conduit 
à poser 

(i)...log(i+a')=M(x+flx’-{-£jr , +cx*+r£r 5 -f-elc.)=y' (x) ; 
d’où /'(x)=»M(i +2ax-f'3ÙJ*+ | icx :i -f-5dx'*-f-etc.) 


Pour obtenir une autre valeur de f'(x), on change x en 
x + h dans f (x) ; ce qui donne 

/(r-f-ù) = log(i +x + ù) = log|(i + x) (i 


= log(i + x) + log(i + 

Mais, d’après la 'formule (î), 

, / h \ h ah‘ . I 

îog( i -j — 1 = M< — h; — ; — r-+etc.>. 


Donc 

J 


fi *) = ~ m (t^) = —x+* , —x 3 + «te.). 


Les deux valeurs de f'(x) devant être identiques, il faut 
que 

aa = — i , 3b = + i , 4ç = — i , 5d = -f- 1 5 etc. ; 
d’où a = — i, ù = + i, er= — i, d = + i, etc. 


La série { i ) devient • 

'(*)• • -log(i +*) = ^(x ~ f + y - J + etc.) 

Le module M ne pourra se déterminer que lorsqu’on don- 
nera la base du système de logarithmes. 


/. 


)igitized by GoogI 


'( > 3 » ) 

Désignant par £ les logarithmes qui correspondent àM = 1 , 
et représentant par e la hase de ce système , la formule (a) 
conduit à la formule (a) (page «28), et par suite à la formule 
(3) (page 129); cette dernière sert à calculer les logarithmes 
des nombres entiers dans la base e; 011 en déduit la valeur. . . . 

0,43429 etc., de y - - ; et ces logarithmes multipliés par le mo- 


dule 0,43429 etc. , fournissent les logarithmes des mêmes nom- 
bres pris dans le système tabulaire dont la base est 10. 

Pour calculer la base c qui correspond à M = i, on observe 
que si <t exprime l' 10, on aura e* = 10. Prenant les logarithmes 
tabulaires des deux membres de cette égalité, et désignant ces 
logarithmes par l, il vient 

/(e*) = /10, ale — 1, le — - — --- = o, 4342g etc. 

Cherchant dans nos tables à quel nombre correspond le lo- 
garithme 0,43429 etc., on trouve que 0=2,7182 etc.; ce qui 
s’accorde avec le résultat du n° i3i. 

i34. Dans toute sérié dont les termes sont a l ternativement po- 
sitifs et négatifs , si chaque terme est moindre que le précédent, 
la somme des n premiers termes différera de la somme de tous 
les termes , d une quantité moindre, que le n-f- i Umr terme. En 
effet; soit une série de cette espèce 

S= a — b -\- c — d e — f -}- g — etc. , 

a , b , c, d , e , f, g , etc., seront des nombres positifs, et on 
aura &<o, c<£, d<r, e<d, f <e , g < f, etc. Or 

S = a — (b — c) — (d — e) — (/— g) — etc. , 

S — a — b + (c — d)H-(e — f) + etc. , 

S = o — b c — ( d — e) — (f — g) — etc. 

Et ainsi de suite. Chacun des binômes compris entre paren- 
thèses étant positif, on voit que 


S<a, S]><7 — b, S — i-f-< 


S^>a — b-j-c — d, «te.; 
9- 


Digitized by Google 


( ‘3a ) 

ce qui démontré le principe énoncé. On voit de plus que les 
somnles partielles sont alternativement au-dessus et au-dessous 
de la somme totale. . 

1 35. Problème. Développer sin x et cos x suivant les puis- <y 
sances croissantes de x. 

Ces développcmeüs ne pourront renfermer que des puissances 
entières et positives de x, par les mêmes raisons que dans les 
fonctions précédentes; de plus, sin x ne pourra renfermer que 
des puissances impaires de x, et cos x des puissances paires , 
parce que le-prcmier développement doit changer de signe avec 
x, et le -second rester le même. Et comme x = o, réduit cos x 
au rayon î , on doit poser 

sin x = ax -f- ix 3 -f- ex 5 + dx 7 etc. , 
cos x = î + ax* -f- -f- yx 6 -f- etc. 

Remplaçons x par x + A dans sin x, et prenons le coefficient 
de la première puissance de A, ce coefficient sera la dérivée de 
sin x ou de son développement. Or 

sin (x -f- A) = cos A sin x sin A cos .r. 

Remplaçant sin A et cos A par leurs développemens , qu’on 
obtiendra eu changeant x en A dans ceux de sin x et cos x, il 
viendra 

sin (x-f- A) = (i «A* -f- etc.) sin x -j- (ah -f- bld -f- etc.) cos x. 

Le coefficient de la première puissance de h , dans ce déve- 
loppement, est- a cos x; l’égalant à la dérivée du développe- 
ment de sin x, qui est 

a + 3 Ax 2 + 5cx* -f- j dx 6 -f- etc. , 
on aura l’identité 

a (i + + Cx* rt- etc.) = a -f- 3Ax 4 -f- 5cx‘ + etc. ; 

d’où 

(i)..,fl=:fl, 3b = a*, 5 c = af, 7 e? = ay , etc. 
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Agissant de la même manière pour oos x, on aura 

> 

cos ( x -J- //) = cos x cos h — sin x sin h. 

Le coefficient de la première puissance de h sera dans oe cas 
— a sin x, et l’égalant à la dérivée de cos x, il viendra 

— a ( ax + bx 3 -J- ex 5 -f- etc.) = aetx -f- 4ÊX 3 -f- Êyx 5 -f- etc. ; 
d’où 

(a) . . ,' 2 a — — a*, 4î= — ab , 6y = — ac , etc. 

« 

• Les équations (i)et (a) donnent successivement 


b = -~, S: 
a i .5 


a.3.4’ a. 3. 4. 5 

Les développemens de sin x et cos x deviennent 


s > etc - 


sin x = ax • 


+ 


i.a.3 î.a. 3. 4-5 


— etc. , 


co s x = î — 


ax 


it rt 


î.a i.a.3.4 


— etc. 


Pour déterminer la constante a , nous observerons que quand 
x tend indéfiniment vers zéro, le rapport tend indéfini- 

ment vers l’unité. En effet , si d’un point ou mène deux tan- 
gentes à un cercle, la somme de leurs parties comprises entre 
ce point, et les points de contact sera plus grande que l’arc 
convexe qu’elles embrassent ; le ihèmc rapport existant entra 
l’une des tangentes et la moitié du même arc, il s’ensuit d’abord 
qu’un arc est plus petit que sa tangente; or l’arc est evidem- 

sinx 

ment plus grand que son sinus. Donc — — - est toujours plus 

grand que i.mais plus petit que l’unité. Or = cos x 

® 1 tangx 1 1 n tangx r 

donc la limite est l’unité quand x tend vers, zéro : donc à plus 
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, . smx . . sinx 

forte raison qui est compris entre 1 et - ■ , s'appro- 


x 


tang x 
sin x 


chera indéfiniment de i ; donc enfin la limite -de est i. Or. 

en divisant par x le développement de sin x, et ftiisant con- 
verger x vers o, on trouve a pour limite du rapport j donc 
a = 1 , et par conséquent 


sin x = x - 


i.a.3 i.a.3.4.5 1 .a. 3. 4.5. 6. 7 


+ etc.. 


co s X = I f- 


X* 


* 8 


1.2 1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3. 4. 5. 6 


• 4 * etc. 


Ces formules sont très convergentes pour les arcs plus petits 
qu’un demi-quadrant; car les termes décroissant rapidement et 
étant alternativement positifs et négatifs, l’erreur commise en 
s’arrêtant à un terme est moindre que le suivant (n° i 34) : c’est 
par elles que l’on calcule les tables des lignes trigonométriquCs. 

i36. Si l’on change x en x — 1 dans le développement de 
e* ( voyez page 126 ), on aura 


e* y,— 1 = i -f- x y/ — : 1 — 


x a 

1.2 


X 3 l/ 1 

1.2.3 


X 


1 .2.3.4 


+ etc. 


Comparant cette série avec celles qui expriment sin x et eus x, 
on en conclura identiquement 

. 1 = cos x -j- [/ — 1 sin x. 

Si dans cette équation on- éliange x en mx, il viendra 

e i *mV— 1 _ cog mx y' — , s ; n /j jx. 

Or e mxV '~ 1 = (e**^ — , ) m (cos x + \/ — 1 sin x )" ; 
d’où il résulte, quel que soit m, 

I 

(cos x -f- {/—^i sin x)* 1 = cos mx + l/ — » sin mx. 


r 
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Réflexions préliminaires et Problèmes sur l'écoule- 
ment des liquides. 

\Zf. Lorsque pendant des temps égaux quelconques les 
quantités de liquide qui sortent d’un vase sont égales, on dit 
que la vitesse de l’écoulement est constante, et par vitesse on 
entend la quantité de liquide qui sort pendant l’unité de temps. 

Lorsqu’au contraire les quantités de liquide qui sortent pen- 
dant des temps égaux quelconques ne sont pas égales , la vitesse 
de l’écoulement est variable. 

Nous allons résoudre plusieurs problèmes en supposant que 
chaque vase est un cylindre vertical dont toutes les sections 
horizontales sont égales entre elles, que le liquide sort par un 
orifice horizontal pratiqué au fond du vase , que la «urfacc su- 
périeure du liquide reste plane et horizontale, que la* vitesse 
variable de l’écoulement est proportionnelle à la hauteur du 
liquide dans le vase, et que a désigne la constante par laquelle 
il faut multiplier la hauteur du liquide pour obtenir la vitesse 
correspondante de l’écoulement. 

Cela posé : si la hauteur du fluide dans un vase étant h mètres , 
chaque section horizontale de l’intérieur du vase est q mètres 
carrés, le volume total du fluide sera qh mètres cubes. Désignant 
donc ce volume par V mètres cubes, on aura 

V r- qh ; d’où /i = -. 

</ 

Ainsi, le nombre d’unités cubes du liquide contenu dans le 
vase, divisé par le nombre d’unités de surface de chaque sec- 
tion horizontale de l’intérieur du'vase, donne pour quotient le 
nombre de mètres de hauteur du liquide dans le vase. 

Pour déterminer la valeur de a relative à un vase donné, on 
mesurera la hauteur du liquide dans ce vase ; soit h mètres 
cette hauteur; on laissera sortir le liquide pendant l’unité de 
temps, en entretenant toujours l’eau à la même hauteur h ; la 
vitesse de l’écoulement sera constante, et si la quantité de fluide 
qui sort pendant celte unité de temps est v mètres cubes, alors 
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v sera la vitesse de l’écoulement due à la hauteur h du fluide ; 

i/ 

on aura v—ah, d’où a~ T - On connaîtra donc a. 

h 

La vitesse de F écoulement à un instant quelconque est donc 
la quantité de fluide qui sortirait pendant l’unité de temps si 
a partir de cet instant la vitesse de l'écoulement devenait 
constante. 

La valeur de a sera supposée la même dans les vases que 
nous considérerons. 

Ces hypothèses sont rarem'ent d’accord avec ce qui se passe 
réellement dans la nature, mais il ne s’agit ici que d’exercer 
le raisonnement des élèves. 


1 38. i* r Problème. La quantité d’eau contenue dans un vase 
est p; le liquide sort avec une vitesse variable proportionnelle 
à chaque instant à la hauteur de l’eau. Combien restera-t-il 
d’eau dans ce vase après t heures d’écoulement? Toutes les sec- 
tions horizontales du vase sont constantes et égales à q mètres 
carrés. Pour résoudre ce problème , nous concevrons que l’heure , 
prise pour unité de temps, est divisée en n inslans égaux; la 

durée de chaque instant sera — ou - , et les t heures con- 
n n n 


tiendront tn inslans. Nous supposerons d’abord que la vitesse 
de l’écoulement ne varie qu’au commencement de chaque in- 
stant, c’est-à-dire que cette vitesse est constante pendant chaque 
instant et variable d’un instant à l’autre; ce qui approchera 
d’autant plus de fournir la solution demandée, que le nombre 
des jnstans sera plus grand. Lorsque nous aurons trouvé la for- 
mule générale qui correspond à cette hypothèse , nous suppo- 
serons que le nombre n des instans contenus dans l’unité de 
temps est infini ; la durée de chaque instant devenant infini— 
ment petite , nous aurons exprimé que la vitesse de l’ccoulement 
varie au commencement de chaque instant infiniment petit, c’est- 
à-dire d’une manière continue ; le problème sera donc résolu- 
Effectuons ces calculs, et cherchons d’abord comment la quan- 
tité d’eau contenue dans le vase à la fin d’un instant, se déduit 
de ce qu’il y avait au commencement de cet instant. Si la quan- 
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Vite d'eau renfermée dans le vase au commencement d’un instant 
est R, et si la hauteur correspondante du liquide est h , le vo- 

luine R du fluide sera égal à qh . de sorte que i = — ; la vitesse 

*/R 

constante de l’écoulement pendant cet instant sera — , c’cst-à- ✓ 

dire que la quantité d’eau qui sortirait en une heure ou en n 

. . . . oR 

mstans, si la vitesse restait constante, serait — j ce qui sort 

pendant un instant est donc — ; la quantité d’eaq qui restera 

à la fin de cet instant sera donc R 


(-£} 


Désignant par i la constante 1 — , on voit que la quantité 

(Veau renfermée dans le vase au commencement d'un instant 
quelconque étant R , pour obtenir ce qui en restera à la Jin de 
cet instant , il suffit de multiplier R par la constante h. 

Cette; dernière propriété conduit à la solution du problème, 
car la quantité de liquide contenue dans le vase au commence- 
ment du 1 er instant de l’écoulement étant p, les quantités d’eau 
qui resteront dans le vase à la lin du 1 er instant, du 2 e ,. . . , du 
tn iimt , seront pi, pi 5 , . . . , pi‘“. Nommant donc x la quantité de 
liquide qui l'estera dans le vase après t heures d’écoulcuieul , 
on aura • 


x = pi‘-c=p(,-^ )". 


Pour trouver ce que devient celte valeur de .r quand n est 
infiniment grapd , c’est-à-dire quand la vitesse varie d’une ma- 
nière continue, on développera d’abord 




la for- 


mule du binôme, et l’on verra aisément que ce développement 
peut se mettre sous la forme 




Tl) çd 

q i . '2 q* 1.2. 3 q 3 


r etc. 
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i a 


Lorsque n est infini, les fractions - , - , etc., se réduisent à 

zéro, et en faisant — = z, la formule demandée dev ient 

/ z* ' z 3 \ 

x = p{i — z + -_ — + etc.j. 

Or, en désignant par e la base des logarithmes népériens , et en 
faisant x= — z dans la formule (3) (page 1 26) , on trouve 


, a a , . 

1 — c -j = + etc. 

a 2.3 


Donc enfin , 


Re- 


cette valeur de x est très remarquable par sa simplicité; elle 
fournit la solutiop dp problème proposé. 

1 3 g. a? Problème* On a deux vases ; l’eau sort du premier, 
entre dans le second , et sort du second par la partie inférieure. 
L'eau sort du premier vase avec la vitesse constante v'; elle 
sort du second vase avec une vitesse variable , proportionnelle 
à la hauteur de l’eau dans ce vase. Lorsque l’écoulement com- 
' mence/le premier vase et le second contiennent respectivement 
pl et p mètres cubes d'eau. Toutes les sections horizontales du 
premier vasg sont égaks à q' mètres carrés , et celles du second 
sont égales à q mètres carrés. On demande combien il restera 
d'eau dans chaque vase, après l heures d'écoulement. 

Dans le premier vase, il restera (p' — tv) mètres cubes d’eau. 
Pour trouver ce qui restera dans le second vase, 011 raison- 
nera comme dans le problème précédent, et l’on dira : si à un 
'"listant quelconque, la quantité d’eau qui reste dans le second 


vase est R, la hauteur de l’eau sera —, et la vitesse de l’écoule- 

</ 

oR . . .. «R 

ment sera — ; pendant eet instant, il sortira — , il en entrera 
, *• f 7 "<7 

— ; donc à la fin de cet instant, la quantité d’eau qui restera 
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clans le vase sera 

( E + ^--^)> *0 -£)+£■ ou (®*+ï) 

Ainsi , le nombre de mèt'es cubes d’eau contenus dans le 
second vase au commencement d’un instant quelconque étant 
R, la quantité d’eau qui restera dans ce vase à la fui de cet 

instant sera (**+& V . 

Cette propriété générale conduit à la solutiontlu problème ; car 
au commencement de l’écoulement, le deuxième vase contenant 
p mètres cubes d’eau, si la vitesse ne variait qu’au commence- 
ment de chaque instant , les nombres de rriètres cubes d’eau qui 
resteraient successivement dans ce vase, seraient 


Fin du l rr instant 


instant * 


«* + 71 * 


}4 + — = pi>q. — (t +6) r 


{ 1/ î ■ ✓ d 

pb'-t (i -4-4) 1 X H = -) + 

, n J n n 

. I 

Fin du tn i,m • inst. />&'•+— ( 1 -f-i •+•&*+•• + V 

Désignant dont! par x la quantité d’eau qui. restera dans le 
second vase , après t heures d’écoulement , on aura 


x 


=^ + =C^T> 


Mais b = i ; donc 1 — b = — . 

qn • qn 

Substituant cette valeur de t — b, on trouve 




+ 


vq 


Lorsque n est infini, b ,n devient é~ l (n° 1 .38) , la vitesse de 
l'écoulement varie d’une manière continue, et le nombre de 
mètres cubes d’eau qui restent dans le second vase après t heures* 
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d’écoulement est donné par la formule 



1 4o:- 5* Problème. On a deux vases , l'eau sort llu premier , 
entre dans le second, et sort du second par la partie inférieure. 
Les vitesses d’écoulement, par les deux orifices, sont va- 
riables et proportionnelles aux hauteurs de l'eau au-dessus de 
ces orifices. On demande combien il restera d'eau dans chaque 
vase après t heures d'écoulement. 

Nous conserverons la notation précédente , et nous ferons 



On a vu dans le n° i38 , que la quantité d’eau qui reste dans 
le premier vase après t heures d’écoulement est p'e~ i \ 

Soit y la quantité de liquide qui restera dans le second vase 
après t lieûres d’écoulement. Pour trouver la j aleur de y , on 
supposera qu’au commencement d’un instant quelconque les 
nombres de mètres cubes d’eau contenus dans le premier vase 
et dans le deuxième, soient R.' et R \ les hauteurs de l’eau se- 
ront ^ et — ; les vitesses d’écoulement seront — et — 

q <1 q q' 

oR' 

Les quantités d’eau écoulées pendant cet instant seront 
et — ; donc à la fin de cet instant, le premier vase ne con- 


tiendra plus que 


\ M / 


aBf 

W' 

et le second en contiendra 

r_ïî + 2®: 

nq nq 


ou R'6', 


ou R6 -f- 


oR' 

nq' 


Ainsi, les nombres de mètres cubes d’eau contenus dans le 
premier vase et dans le deuxième z, au commencement d’un 
* instant quelconque étant R' eiR, les quantités d'eau qui restent 
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dans ces vases , après cet instant, sont 

R' Xi' et (Rxi+R'X^r). 

Ces formules donnant le moyen de passer d’un instant à 
l’autre, on verra facilement que les nombres de mètres cubes 
d’eau qui resteraient dans.chaque vase,6i la vitesse ne variait 
qu’à chaque instant, seraient * 

Au commencement du i" instant, dans le i" vase p', dans le a* vase p , 

Fin du t" inst. , t" vase p'b' , a' vase pb + p' — -, , 

nq 

a* inst. , i" vase p'i'* , a' vase pb'+^—j'^b+b') 


p' a ("b* — 4 ,, \ 


î' inst., t" vase p’b 1 ', a' vase pb'+^-^f (6* + 44' -4-6'’) 


,,,p'n Pl> 3 — & M \ 


Fin du 4‘ inst., I" vase p'b a' vase pb*-P—,!b i + b , b'-pbb’ 1 -hb' 1 ) 

nq 

. • ' 

Par conséquent , si la vitesse ne variait qu’au commencement 
de chaque instant, les y mètres cubes d’eau qui Testeraient 
dans le second vase après tn instans, seraient donnés par la 
formule 

Un l P a (b ln i ,,B \ 

y=r b + ï?(T^y-)' • 


Mais 


donc 


1 ^ gj. y _ ^ CL 

qn q'n ’ 


__ g 


q'n (i — b') q — q' ’ 
donc .,.y = pb‘"-y-^ (à m b' ,a ) = + 
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Supposant n infini , b"‘ et b' ,n deviennent e~ z et e~ z ' ; donc enfin 

S 

Si les sections horizontales q , q' des deux vases étaient égales, 
b deviendrait égal à b', et la valeur de_y renfermerait des termes 
infinis. Pour trouver la valeur de y, correspondante à l'hypo- 
thèse q = q', d’où b = b', on prendra la formule 

Cette valeur de y se présentant sous la forme " , on divisera 

b ‘“ — b ,,n par b — b', ce qui donnera le quotient exact 

l,m—i Itn-ty' b m ~ % b' z ■+•*•+ b' ,a ~ l ; supposant b = b' , ce 

quotient devient b ,n ~‘ ; de sorte que la valeur de y est 

• • 

y=r h ‘'+i%* f ( p + ïr) x i "- 

Supposant n infini, b ,n devient e~ z , b se réduit à l’unité, et 
l’on a 

■ • , . • 

1 4 1 . 4 e Problème. Un vase rempli de vin se vide par un ori- 
fice, et ce, vase est continuellement rempli par de l'eau ; de 
sorte que le liquide reste toujours à la meme hauteur. Le mé- 
lange de l’eau et du vin se fait continuellement. On demande 
les proportions du mélange après un temps donné. 

Le liquide restant toujours à la même hauteur, la vitesse v 
de l'écoulement est constante; conservant les notations précé- 
dentes, on verra que 

. . • ■ P v . a v 

v — - a\ d ou - = — . 

<7 q p 

Pour résoudre le problème, on supposera d’abord que les 
proportions du mélange ne varient qu’au commencement de 
chaque instant. Supposant ensuite que le nombre des instans 


Digitized by Google 


(. .43 ) 

est infini, on trouvera les formules demandées. Effectuons les 
calculs. Si au commencement d’un instant quelconque la quan- 
tité de vin contenue dans le vase est Y, la quantité de mélange 

qui sortira pendant cct instant sera - on Or, sur la quan- 
tité p du mélange, il n’y a que V de vin; les mètres cubes de 

mélange ne contiennent donc que ■— V de vin ; la quantité de 
vin qui restera dans le vase , après cet instant , sera donc 



Ainsi, pour passer de la quantité de vin contenue dans le 
vase au commencement d'un instant , à celle qui reste après cet 
instant , il suffit de multiplier la première quantité par b. 

Mais, au commencement du i tc instant de l’écoulement, le 
vase contenait p de vin; les quantités de. vin contenues dans le 
vase à la fin du i er instant,- du 2 ', du 3', , du tn Umr , sont donc 

pb , pb\ . . . , pb ,n . 

Désignant ce dernier nombre par x , on aura 
x = pb m . 

Celte formule suppose que les proportions du mélange ne va- 
rient qu’au commencement de chaque instant. Pour que le mé- 
lange sc fasse continuellement, il faut que n soit infiniment 
grand; alors b‘ n devient e~ z , et l’on a 

at vt 

x—pe , z--—-. 

Telle est la quantité de vin qui restera dans le vase ‘après 
t heures d’écoulement. £ette quantité diminue à mesure que le 
temps augmente, mais elle ne peut jamais devenir nulle; le 
mélange contiendra donc toujours du vin. 

.42. 5*. Problème. On a deux vases , dont P un ne contient 
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que de Peau , et dont l'autre ne renferme que du vin pur. L’eau 
sort du premier vase, entre dans la second, se mélange à l’in- 
stant , et sort ainsi mélangée. Les vitesses des écoulemens sont 
proportionnelles aux hauteurs des fluidés au-dessus des orifices. 
■ On. demande les proportions du mélange après un temps donné. 

Nous supposerons toujours, que les sections horizontales des 
fluides dans le premier vase et dans le second sont q et qy que 
les nombres de mètres cubes de fluide contenus dans ces vases , 
lorsque l’écoulement commence , sont p et p. Si au commence- 
ment d’un instant quelconque , le second vase contient P de 

mélange, dont "V de vin; alors la hauteur du mélange sera — , 

oP ^ 

la vitesse de l’écoulement de ce mélange sera — , et la quantité 

de mélange qui sortira pendant cet instant sera — 011 — Y P 

nq nq 

Mais P du mélange ne contient que V de vin pur; donc — X P 
. n< 7 

du mélange ne renferment que — X V de vin. 

nq 

De sorte que le vin qui reste dans le second vase au com- 
mencement d’un instant quelconque étant V, le vin qui reste à 

la fin de cet instant est (\ — V ) ou bV . 

. ^ nq J 

Ce résultat étant le même que dans le problème précédent, 
'ou en conclura que le nombre de mètres cubes de vin qui res- 
tent dans le second vase après t heures d’écoulement est pé~ l . 
De sorte que la quantité de vin qui reste dans le second vase est 
la même que s’il n’entrait pas d’eau. On conçoit que cela est 
possible, car si d’un côté l’eau qui entre accélère la vitesse de 
l’écoulement ,* de l’autre elle diminué la proportion de vin du 
mélaijge ; et le calcul démontre que la compensation est exacte. 
Les quantités de fluide qui restent dans chaque vase sont don- 
nées par les formules du n° i 4 o. • 
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Problèmes sur les Mctxima et les Minitna. 

i i3. ^Problème. Partager un nombre a en deux paflies dont 
la somme dès carrés ou des racines carrées soit maximùm ou 
minimum. 

i*. La somme des carrés est x*+ (a — x)“ ou ax“— aax-f-a*. 
La première dérivée donne l’équation 4x — aa = o, d’où 

x = -a: La seconde dérivée étant. positive, la somme des carrés 

est un minimum pour x=± — a. 

a . 

» « 

2 ". La somme des racines carrées est 


l/x -f- {/ a — x. 

Egalant la dérivée de cette fonction à zéro, il vient 

1 * s ,, , , 

77^ y =-° ; d’où x = -û. 

■iy x av/a— x . a 


La seconde dérivée est L_ 1 

4x\/x 4 (a— -x)v/â— x’ 

et Comme x= -.a la rend négative, on a un maximum. 

Dans ces deux cas les deux parties sont égales. 

144. Problème. Trouver le maximum de l’aire d'un triangle 
dont on connaît un coté a et le périmètre 2 p. 

Cette aire a pour expression [/p{p — a){p—b)(p— c ); U 

faut donc connaître le maximum du produit ( p —b)(p c ), 

sachant que b c = ap — a; ce qui réduit ce procfuit' à 
(p — b) (a + b —p) ; b étant la variable, la dérivée sera 
(P — b) — (a-f-ù—p) q U i égalée à zéro donnera 

• \i T ■' * 

b~p — -a, et par suife c=p — - a. * ‘ 

< , • * * " # 

Le triangle a donc les deux côtés cherchés égaux. 

145. Problème. Trouver le minimum de l'aire totale ou du 
volume d’un cône droit circonscrit à une sphère donnée. 

îo 
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Soit a le rayon de la sphère et x la hauteur du cône , la sur- 
face totale du cône (fig. 10 ) aura pour mesure 


• srAN.NX + srAN* ou 7r (a AN + AN . MX) : 


OS: on a AN : BM :: AX : MX, ou AN : a ” x: \/ x?— aar. 
Substituant, la surface conique totale deviendra 


/ an’x* \ 

w — S-ax ). 

\x' 1 — 2 ax * / 


Pour en trouver le mi niimtm, divisons par va et réduisons , 

• . < 

... x 3 x* 

il vient — f — - — , ou 


x a — a ax 


x- 


■ a a 


La dérivée égalée à iéro donne Six(x — aa) — x* = o, ou 
x % — 4ax = o; d’où x = 4 a, car x = 0 ne peut convenir. 

La seconde dérivée deviendrait positive en y faisant x=4aj 
on a donc un minimum. Les valeurs correspondantes sont 


BX = 3c,. XM z=a[/E] AN=aV/n, NX = 3aV/â. 

a°. Le volume du même cône aura pour mesure 

vrAN.x __ va'x' J va*x % * 

3 * ° U 3(x a — a ax) * °° .3 (x — a a)' 

Il faudra donc encore trouver le minimum de ; ce qui 

» • . X— 2fl' * 

conduira aux mêmes résultats. - • T 

i46. Pr.OBi.biE. On donne un levier dont le parint d’appui est 
A {fig. n), et auquel une force connue P est appliquée perpen- 
diculairement à la distancé AB = a ; le poids du levier est de b 
pour une unité de longueur ; on demande en quel point, il faut 
appliquer une force X minimum, qui produise l’équilibre. 

Soit Is le point cherché , et A A=x. Le poids du levier ter- 
miné en A ; sera bx , et pourra être considéré comme appliqué 


V 


' • * * ' . ( »^7 ) 

au milieu AI de Afo on aura donc pour l’équilibre, l’équation 
è- Pa+AxX -=Xx, d’où X= — 4-— . 

2 X 2 

Pour que X soit un minimum, il faudra faire 

.* a 

•” ^ »*'/". 1 t. • * • 

— Pa _L. i — A. pPrt , . /âPâ 

• + d ~y > ct X= V ~b" 

♦ , , a 

i 47 . PnoBL *me. Trouver entre deux points lumineux, le point 
le moins éclairé de la droite qui les joint. 

Soient m’ et n*, les intensités des lumières A et B, à l’unité 
de distance : Soit a la distance entre les points lumineux , et x 
celle du point cberclié au point A. 

L’intensité d’une lumière variant en raison inverse du carré 
de la distance au point éclairé, la somme des intensités des 
jdeux lumières sur le poilit cherché, sera 

m ? ' ♦ 

x* (a — xÿ> ’ 

expression dont il faut avoir le * minimum, ce qui donne 

— 2 m a r ( an’ (n — x) 

X* .. ■ + ” (a — x)~ ~ ° • 


OU 


à J s 

n'x 3 = m\a — x) 1 ; d’où (« — x) ÿ = x \Zn‘- 


Cette dernière équation conduit ix 


3 

a \/ m* 


v' 


\ 


• — - 3 3 ~* 

V + yV 

Lorsque m ■= n , • on trouvo x = — a. 




Il est facile Je s’assurer que cette valeur de x détermine mj 
minimum. 

i48. Problème. Trouver le maximum du produit de m fac- 
teurs dont la somme est donnée. 

10. . 


c 


I * 
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Nous avons vu que dans le casde deux facteurs , il fallait qu'ils 
fussent égaux. Or , si les m facteurs n’étaient pas égaux dans le 
cas du maximum de leur produit, on pourrait en prendre 
deux d’entre eux- inégaux , et les rendre égaux sans changer 
leur somme , le produit serait alors plus grand qu’auparavant } 
il n’était donc pas le plus grand possible. Sa plus grande valeur 
correspond donc à l’égalité de cçs facteurs; ce qui en détermine 
la valeur. _ 

i4g. Problème. Trouver le maximum ou le minimum de , 
la somme des puissances d’un même degré donné m de quàn-. 
tités variables a , b, c,. . . . , k, dont la somme est constante. 

Nous avons vu, n° 4a, que quand il n’y avait que deux quan- 
tités, il fallait qu’elles fussent égales , et que la somme de leurs 
puissances du degré m , était un minimum quand m était positif 
'et plus, grand que l’Unité , ou avait une yaleur négative quel- , 
conqUe; et qu’elle était un maximum quand m était positif et 
plus petit que l’unité. 11 est facile .d’en conclure que le maxi- 
mum et le minimum ont lieu dans les mêmes circonstances, 
quel que soit le nombre des quantités a, b , . . . . , k ; c’est ce 
que l’on fera voir en démontrant par un raisonnement déjà 
employé précédemment?, qu’il est impossible que dans le cas 
du maximum ou du minimum , il y ait deux' de ces quantités 
inégales. . . 

i5o. Problème. Trouver le maximum de t aire d'un triangle 
dont on connaît le périmètre 2 p. 

L’expression de l’aire sera , en appelant x et y deux des côtés, 

\/p(p — x)(p —y) (x + y— p ) » 

il faut donc avoir le maximum de (p t- x) (p — ÿ) (x -f- y — p) t 

‘ Les deux dérivées partielles égalées à zéro , donnent 

. «- 

— (p — y)(*+y— p) + (p— x Hp— y)~°> 

— (p— x) (x -f-y — p) + (p — x) (p — y) = o;. 

d'oà l’on conclut immédiatement p — y =p — x , ou y = x. 
Reportant dans l’une des deux équations , il vient 

2p ' . * a p a p 

x — -f r , et par suite y =•— , 2 p — x— y = y- 
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Le triangle est donc équilatéral , et on s’assurera , comme dans 
les cas précédeus , qu’il est maximum. • • 

- 1 5 i . Problème. Trouver le maximum du volume d'un paral- 
lélépipède dont la somme des arêtes contiguës est une con- 
stante a. ; 

Soient x, y , z ces arêtes , on aura x -f- z = a , 
et le volume xyz deviendra fty (a — x — y). 

Les deux dérivées partielles'égalées à zéro 'Conduisent, à 

y (a — x — y ) — ry = o, x (a — x — y) — xy=o. 

' . • 

La simple inspection de ces équations donne y = x, et 
substituant dans l’une dçs deux , il vient - . » 

i * ’ * 

x(a — 2 x) — x s = o, ou ax — 3x* = o; d’où 

a • a a 

x=x-, et par suite y~-, z = 

* .O ’ O 

« • •» 

I* parallélépipède est donc un cube. 

' Lefc secondes dérivées feront voir facilement qu’il est un 
maximum. 

1 5a. Problème. Partager un nombre connu a en trois parties 
x, y j a — x — y, telles qu# le produit x' n y"(a — x — y )p soit 
maximum ou minimum. " ' 

Les deux dérivées partielles par rapport à x et ^ , étant éga- 
lées à zéro et réduites , donnent • 


ni (a — x — y) — px - 


l (a — x—y)—py = o-, 


d’où X — - 


in-\-.n-\-p 


na pa 

- — , y ~ — : j — , a — x— y= — f— 

-Un ■* 1 — 


m -f-n-j-p" 


On voit donc qu’il suffit de partager le nombre donné a en trois 
parties , qui soient dans le rapport des exposans , m , n,p. 

En formant les secondes dérivées , on reconnaîtra qu’elles sa- 
tisfont aux conditions du maximum. 

Lorsque m = rt=p , les trois parties sont égales, et on re- 
tombe sur l’exemple précédent. 

j 53. Problème. Trouver le maximum du carré du produit des 
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racines supposées ri elles 4 e l'équation du troisième degré dota 
les deux premiers termes sont x‘ + px. 

Soient a , b , c, les trois racines , on aura ... 


a-f- A+e = o, ab + ac -f- bç = p. • 

• • • 

Pour trouver le 'maximum de a*b'c-, gn égaler# à zéro sa dé- 
rivée par rapport à a, ce qui donnera, en observant que abc ne 
peut être nul dans le cas du maximum , 6c + acb' -f- abc —O. 
L’égalant à zéro et dérivant les deux équations données, on aura 

bc -f- acb' + abc = o , 
x -f- b' -J- c — o , i 
b «f- ab' -j- c -f- ac -f- bc -f- cb' -t* o; 


Eliminant b' et c , on trouve a~c. Reportant dan§ les deux 
premières , on obtient les trois valeurs suivantes : * . 


i==a ^±P 


1/3 


V3 


v— P. 

\/»~ ’ 


Formant fti seconde dérivée de ç' J 6*c* etT reportant ces valeurs, 
elle sera négative; d’où l’on conclura que le produit ti’b’c* est un 
maximum. Si donc on désigne par q le dernier terme de l’équa- 
tion proposée, le carré de ce produit sera plus grand que q* , 
qui est le carré du produit dcS racines, ou lui sera tout au plus 
égal. Les racines ne seront donc pas toutes réelles , si l'on a 


q* '>a‘ > b*c i , .ou q*~i> ■■ , 


ou enfin 4 p 3 -f- 27 q 5 >0. 


Telle est , en effet, la condition connue pour que l’équatkm 
x 3 +px -\-q = o , ait deux racines imaginaires... 

i54. Problème. Trouvgr l'aire maximum, du rectang’e in- 
scrit dans un triangle donné. I 

Soient ABC ( ftg. 1 2) le triangle donné , et , b , c , les côtés op- 
posés aux angles A , B , C ; h la hauteur A , et x,y les côtés du 
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rectangle inscrit, on aura ' , 

> y : h :: be : c , x : a :: a.e : c. 

Or , BE + AC = c ; substituant les râleurs de AE et BE , tirées 
des deux proportions , il vient 


^ —c; d’où ay + hx : 


: ah. 


Pour trouver le maximum de xy , on aura , en notant tou- 
jours les dérivées par des accens , y+ xy' =o. 

Dérivant l’équation donnée, on a ay' -J- h — o, et éliminant 
y, il vient 

y — — — o ; d’où ay Txhx, 

équation qui , jointe à ay -f- hx = ah , donne zhx = ah ; d’où 

a h , . ‘ah . , 

x— - , et par suite y = - , et 1 aire sera — , moitié de celle 

du triangle. * 

Le signe delà seconde dérivée d(f xy , fera voir que ce pro- 
duit est un maximum. • . * * • 

i55. PnonLÈME. Trouver la plus courte et la plus grande 
distance d’un point à un cercle donné dans le même plan. 

Soient a, b, les deux coordonnées du point, .x* -f-y 1 — R* 
l’équation du cercle , et x, y , les coordonnées d’un quelconque 
de ses points : il faudra trouver le maximum et le minimum de 
(x — «O’-j-C.y — i)*; oe qui conduit à 


y étant la dérivée d’_y. 

Or , l’équation du cerple donne 
Eliminant y', il vient 


(x — o) -4- (y — à) y = o , 

x + yy'xs 6 . 


d’où 


as _ a — ( y — h) - = o , 
— ay -f- bx = 0 , 
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équation qui , jointe à x a -f- y 3 = R a , donne * 

® d 

' rtaR ±bîi , . 

X ~ V/ a* + 6‘ ’ ^ _ l/a'+b 2 ' 

« 

Les signes supérieurs déterminént un minimum et les infé- 
rieurs un maximum, lorsque a et b sont positifs ; c’est ce que fait 
voir le signe de fa seconde dérivée de (x — ; a) a -+-(_y — by. Les 
deux points construits sont les intersections du cercle et de la 
droite , menée par son centre et le point donné. 

i56. Problème. Trouver le maximum du volume d'un cy- 
lindre dont on connaît la surface totale m 3 . 

En désignant le rayon de la base par R et la hauteur par h , 
on aura 

( 1 ) . . . 2xR a + axRA = m a . 

Le volume aura poyr expression xR a /i. Prenant les dérivées, 
il vient 

2RR'4 + Jl a = o , aRR' + R 'h +R = u. • 

Eliminant R', on trouve (a). . . h = aR. 


Les équations (i) et (a) donnent 

R=m V / i et/,=m v/ê 


Le volume xR a 4 devient rn 1 \ / —J—. 

V 54x 

On verra, comme précédemment , que ce volume est maximum. 
1.47. Problème. Trouver le maximum du volume d'un cône 
• droit dont la surface totale est m a . 

Soient R le rayon de la base et x l’apothème , on aura 

(1)... xR* -f- ttRj: — m 3 . 

• 1 , 1 , , . 

Le volume aura pour expression xR a j/ a? 3 — R 3 . 
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La dérivée égalée à zéro , donne , ' Vf 

' 2 R'(x‘ — R a )+Rx — R l R'=o. 

Dérivant l’équation (i) , on a 2RR' +R -f- R'x = o. 
EliminantR', il vient 3R* — x* -f- 2 Rx ■= o ; . 

équation qui , jointdà la première, donne 

* m 3m 

2 V % * 

d’où l’on voit que ce cône est semblable au cône' minimum cir- 
conscrit à la spbère (n° ! 45). 

Théorèmes sur les quantités moyennes. 

i58. On appelle moyenne entre plusieurs quantités, toute 
quantité comprise entre la plus petite £t la plus grande. On 
donne le nom particulier de -moyenne arithmétique entre; m 
quantités, à leur somme divisée par m; ct de moyenne géomé- 
trique, à la racine m i<m ‘ de leur produit. 

i5ii.' Théorème. Soient des fractions quelconques à termes 
positifs 


la fraction 


. b ’ b” b 

, s a -+■ a! 4- g • • 

o)"' b + b ' 4 


sera moyènne entre les premières. 

En effet, supposons ces fractions rangées par ordrç de gran- 
deur^ et, soit q le quotient de c par b ; on aura • 

a = bq, a 1 > b'q , a" >’b"q, . 

d’où . • 

j / | U 

a-\-a'-\-a’ . . -\-b'-\-b n . . .) pu ^ • • ><7- 

La fraction (î) est donc plus grande que la plus petite des 
proposées. On prouverait semblablement qu’elle est plus petite 
que la plus grande ; elle est donc moyenne entre elles. 


C >54 ), ■ 
a a 

13 ’ i > v » ' 

étant respectivement égales aux suivantes 


Corollaire. Lçp fractions , £, 


(IX 


la fraction 


bx’ b'x ’ 6V"’ 

* ® 

Oflf -f- fl' t*' . . * 

+ 6V 4- />V 777 


* • fi 0 

sera encore moyenne entre lespremièrcs, y, -y, ‘L eta 
, • b b' b” 

Corollaire. Si b=b'=b“— . . . = i,la moyenne précédente 
devient » • 

»« + àV g" x * . . . 

a -f- a! -f- x , . . ’ 

. 

ce qui prouve que »4oV'+aV + ,.. est l e produit de 
x -j- x + x 4* • ■*. par une moyenne entre les quantités a, 
a', a’', etc. 

Corollaire. On peut encore déduire- de ce qui précède que 

l+b'+i "*" . . . 

. l’expression \Zaaa"... est moyenne entre les quantités 

1 _ ^ J// • 

l/a, \Z~a , l/a", etc. 

En effet , posons a = m * , a'*= m a ,; a* = 

les racines i/o , l/a' . . . , deviendront m*, rn' , m 4 ».. 
n- m a^~* -t-* -4-.., x x' x° 

’ b + b r +b“+77. est mo ? €rme €ntre g’ y> p > etc *« 

* •+■ **■+• - a' 


donc m est moyenne êntre m*, m* , m* , etc. 

Repassant de» exposans * fractionnaires aux radicaux, et rero- 

XX * 1+H+ H/+— 

plaçant m , m , . . î, par er , a' . . . , il s’ensuit que l/ aa' a tt . . . 

t */ iw 

•est moyen»* entre i/o. l/a', l/â\ etc. 
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iGo. Théorème. La moyenne arithmétique entre un nombre 
quelconque de quantités est toujours plus grande que leur 
moyenne géométrique ; excepté lorsque % toute s ces quantités 
sont égales , auquel cas les deux moyennes sont égales entre 
elles et aux quantités elles-mêmes. 

Soient les m quantités a, b , c ,. . . , k. Si l’on conçoit qu’on en 
fasse le produit, en laissant leur somme constante , lions avons vu 
que ce produit sera le plus grand possible quand elles seront 
traies entre elles, et par suite égales à leur moyenne arithmé- 
tique. Oc la racine m‘ im ' de leur produit se trouve alors égale à 
l’une d’elles, ou à leur moyenne arithmétique; et dans tout 
autre cas ce produit étant moindre, sa racine m^ou la moyenne . 
géométrique sera moindre que la moyenne arithmétique. • 

161. Théorème. La moyenne arithmétique entre les m puis- 
sances d'un même degré a*, b*; c*, . .- , k*, est plus grande que 
la puissance du même degré de la " moyenne arithmétique entre 
a,l>,c,...,k, lorsque x est positif et plus grand que l'unité , 
ou négatif et quelconque ; elle est plus petite lorsque x est po- 
sitif et moindre que l'unité. • • 

En effet , supposons que a + ù -f- c + . . . — f- A reste constant; 
nous avons vu (page 1 48) que la somme a x -Jr- b 1 -f- c x -f • • • •+■ * 
sera la plus petite possible quand on aura a = b=c=. . .-=k. 

Si x est négatif, ou si x est positif et ]> 1 , la moyenne arith- 
métique entre les quantités n 1 , b x ,. . . ,k x sera égaleà l’une d’elles 
ou à la puissance x de la moyenne entre a , b , . . . , h ; d’où il 
suit que quand ces dernières quantités ne seront pas égales, la 
somme a x -\-b s -J-c* + . . .-f-A*, devenant plus grande, on aura • 


a x -f- b x -f- c T -|-. . . -f- ht 




'U b -+■ c •+- . . . -f- k' 


y- 


Si l’on avait x positif et'< i , on sait que la somme.'. . 
a x -\-b T +. . . +/<* serait la plus grande possible quand. . . . 
axz b — c— . . . =-k ; d’où il suit qu’on aurait dans ce cas 


+ . + k 


m 


- <( 


o *4* b -f* c+ . . . 4- U 


y ■ 




loftizaà b'/'Googte 
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162 . Nota. On considère souvent des moyennes arithmé- 
tiques de la forme 

» 

* * nb -f- pc + . . . -f- sk 

m + n-hp + .. .-f -S ’’ 

elles semblent au premier abord différer de celles dont nom 
avons parlé’, mais il est facile de voir qu’elles n’en sont qu’ur 
cas particulier, et- qu’elles proviennent de ce que m des quan- 
tités données se sont trouvées égales à a, n à b, etc. . . , et la 
formule précédente représente toujours leur somme divisée par 
leur nombre , lorsque m,n,p,, . .,s, sont entiers. S’il s’en trou- 
vait de fractionnaires, on les ramènerait immédiatement au 
cas*précédent en multipliant les deux termes de la fraction 
totale par le produit des dénominateurs : on verrait alors faci- 
lement entre quelles quantités cette fraction est moyenne arith- 
métique. * , 

Les mêmes considérations s’appliqueraient aux moyennes 
géométriques de la forme 

* . • > . 

' • t /a m b a cP. .. k‘. 

m. •, 

Détermination de certaines fonctions , d'après une de 
• leurs propriétés caractéristiques . * , 

1 63. Problème. Trouver une fonction f (x), telle que l’on ait 

(î) . . . <p(x -+- y) = f (x) + ç (y) , 

quels que soient x et y* 

Supposant y ~x , l’équation (i)'devient 

<P ( 2 X) — (x). 

Supposant ensuite y = nx, elle dévient 

<p (3x) = f (-r) 4- <p (ajc) = 3p(. r). 

En continuant ainsi jusqu’à y — (m — i )x , on aura pour toute 
valeur entière de m ) 4 > 

. * <p (mi) = mç (x). 
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Or , le premier membre lie changeant pas quand on remplace 
m par x et x par m , le second membre doit, jouir dë la meme 
propriété. 11 faut, donc que la fonction <p(x) soit d’une forme 
telle que l’on ait 

fex?(r)=xX?(' ÎI ); ‘1’°'' 

■ x m 

§.. 0 

Il suit déjà que ^ est constant , puisque rien n’empéche 

de laisser ni invariable», en donnant à x toutes les valeurs pos- 
sibles. Désignant doue cette constante par a , on. aura 

• <p (x) = ax. 

Réciproquement, toute fonction de la forme ax, jouit delà 
propriété demandée, quelle que soit la constante a et la variable 
X , car on a identiquement 

a (*+y) = ax + ay. . 

i64. Problème. Trouver une fonction telle, que l'on ait iden - 


tiquement 


Faisant d’abord ^ = x , * on. aura p(x®) = [?(x)]V 
Supposant ensuite y =xx*, il viendra , 

^(x 3 ) = «p(x) X ç (x») = [<p (x) ] 3 : 

En continuant ainsi jusqu’à y = x“ — 1 , on obtiendra l’équation 
générale 

♦ (*")— [<P *)]" 

» 

Posons maintenant x = a? ; l’équation précédente deviendra 

Le premier membre ne changeant pas, quand on remplace 
y par m et m par^ , il en doit être de même du second; d’où 
l’on conclut 

‘ [*(or)]" = |>(a")]L 


.p ■ 


* * 



> 
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q(a m ) = a* , il vient 

[ ♦ 0*0 ]” == «*' = d’où q> (x) = ï*\ 

La- fonction cherclice est donc de la forme x". 

IIkcipkoquement , quel que soit n, cette forme convint à la 

condition proposée , car on a identiquement 

*' \ * . ■ 

. (xjy)* =zx n y*. ' ■ 

* 

i65. Phoblème. Trouver une fonctionnelle, que l'on ait iden- 
tiquement ‘ 

<p(x +y) = <ï(t)x<!>(.y). 

Soit yxzx, on trouvera ç>(ax) = [tp (x)] 1 . 

Faisant successivement 

-■» 

« -* y = ax, y = 3x, .... y= (m — i)x,. 

. on obtiendra l’équation générale 

<p(mx) = [ç(x)] n . -, 

Remarquant que le changement de m en x et de x en m n’al- 
tère pas le premier membre , on en conclura 

• .» , , * .* r' 

-y *. • 

d’où , en prenant les logarithmes des deux membres dans une 
base quelconque , * . * • 

- mlog<p(i) = xlogf(m.)j 

ce qui donne *■ . • " * . 

» - . Iog <p(r) r_- l <jg.ç{m) 

. v x m 

* * v , 

Le premier membre de l’équation est donc constant , «qu'el 
que soitx, puisque m est un nombre qu’on peut laisser inva- 
riable; nommant a cette constante, on aura 

. * ‘ -> • • 

, » » 

r log $(x) = ax ; d’où <p (x) =aj“, 

b désignant la base du système de logarithmes que l’on a choisi. 


Digitized by Google 


• ( *5g ) ■ 

Si l’on fait b‘ = A , il viendra « « 

<p (x) = A'.. -• 

Réciproquement , toute fonction de cette forme satisfait à la 
condition proposée , puisqu’on a identiquement 

• A = A x X A)'. 

166. Problème. Trouver une fonction telle, que l'on ail iden- 
tiquement <p ( ry) = <p (x) -f- ç (y). 

Faisant successivement 

ys(m- l\r. t 

• 0 • . \h 

on parviendra à l’équation 

* • * . * * . *' X» , ‘ 

ç>(x m ) = m«)(r). .V ^ t *. 

Posant x = a*, il vient 

<p(ar m ) = nupCar). 

• 4 

Observant que y et m entrent symétriquement dans le premier 
membre, on obtiendra, en les substituant l’un à l’autre dans le 
second- membre , 

™f(« y )=y<p(a m ); 


s - 


d’où £i^ = lL a ^ =c . 

y 

m M » 

o désignant une constante. Il en résulte 

<P (« y ) = cy. 

Remplaçant a/ par x , et y par log x, on a 

+ * 

# ç(x) =clogXj 

a étant la base du système de logarithmes. 

Réciproquement, quels que soient a et c, la fonction clog x 
satisfait à la condition donnée, car on a toujours 

'■ . c log (xj) - c log x -f e log y. ' - . 
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* • Problèmes divers. 

167'. Problème. On a part figé vne certaine somme entre ni 
personnes ; la première a reçu une quantité connue a , plus la 
n i,m ‘ partie du reste : la seconde a reçu aa , plus la n Um ‘ partie 
"de ce qui reste, après avoir prélevé ces aa outre la première part : 
la troisième a reçu 3a, plus la n Umr partie du nouveau reste ; et 
ainsi de suite. On demande la valeur de la somme en ques- 
tion, et la condition pour que toutes les parts soient égales, et 
que la somme se trouve entièrement epuisée. 

Soit x la somme cherchée , et y , , y u , y 3 , . . . , y m , les diiTé- 
rentes parts; d’après la loi donnée pour la formation , on aura , 
pour déux parts consécutives quelconques , l’une du rang p , 
l’autre du rang p + 1 , les deux expressions suivantes : 

* , X — pa—y , — y a —.y 3 —...—y 

yr = P a-i — — - — , . 


,y P+ 


, = & 


Retranchant la première de Ta seconde, 011 trouve pour différence, 

a — l t — Egalant cette différence à zéro, il vient_y p =(n — j)a; 

d’qp l’on voit que la condition nécessaire et suffisante pour l’éga- 
lité de toutes ces parts , est qu’elles- aient chacune pour valeur 
(n — 1 )a. Mais pour que la somme x' soit entièrement épuisée 
après la m Ume part , il faut que celle-ci se réduise à ma ; car s’il 
restait encore quelque chose après avoir prélevé ma , en n’en 
prendrait que la n Umt partie, et il y .aurait encore un reste 
après la m.‘""'.part. Il faut donc , pour satisfaire à la fois à cette 
condition et à celle de l’égalité de toutes les parts , que l’on ait 
(n — i)a = ma, ou n — 1 = m. Quand cette condition sera 
remplie , on aura facilement la valeur de x , en multipliant une 
des parts par m ; ce qui donnera . x = om 1 . 

168. Problème. Trouver la valeur d'une somnie que P on par- 
tage entre ra personnes, de manière que la première ait a , plus la 




. Dkjiikodby 


( ) 

ri'*' partie du reste ; la seconde 2a , plus la n Uml partie du reste, 
et ainsi de suite, sans que l’on assigne aucune relation entre 
les différentes parts. 

Soit encore x la somme cherchée et y, , y t , . . .. ,y m , ses 
diverses parties. Pour connaître la manière dont les parts peu- 
vent se déduire les unes des autres , prenons en deux consécu- 
tives quelconques,^,, ,.>>+1 ; hous aurons pour leurs expressions 


3 '=^+*-?— r.-v--r— 

jw. = (p + <K+ îr»+ i >-j-v-j,-,. r it , 

' Il 


a +y >. 

n ’ 


Prenant leur-différence , il viendra 

y ?+ « —yp- a - 

d’où ny p+ , — ny r ==na — a — y p ; 

ce qui donne y, = Ç~~^)y p+ , — a. 


Partons maintenant de la dernière part, qui devra être ma. pour 
que la somme soit entièrement épuisée , et exprimons toutes les 
parts précédentes, au moyen de la loi que nous venons d’observer 
entre deux parts consécutives quelconques; il suffira ensuite d’en 
faire la somme , pour connaître la valeur de x. Représentant , 

pour plus de commodité , ^ par k , on aura successivement 

y m —rna, 

y m ^ l = hy m —a = krna — a, 

ym-! .= , — a— Wma — ka — a , 

y m ~s — kym-* — a — Wma — Wa — ha — a , 

—y,.*=-k m -'ma — /{"““a — k m ~ 3 a — 'k n ~^a—... — ha— a. 

Ces valeurs de yi,y % , y s , . . . ,y m peuvent être’mises sous la 
' ti 
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forme suivante : 


y, — k m 'ma — a ^ 

k m ~ 1 — 

k — 1 )’ 

y,- = A ” - 'ma — a ^ 


a — 1 y 

= h°ma a 

k-r^l )’ 

y m _,=kma — a, 



. y* — ma. 

Faisant leur somme, on aura pour x la valeur suivante : 


x = . .+i“- 


} - a - ' " U ~' ) + 

V * — i / À — i 


Lm . 

Remarquant que 1 + A H- k* -f- ... -f- A m— 1 3= et ci»e 

A — 1 ’ 1 


k' + P+...+k m -'=zk'( ^ : _ 1 


on aura 


//{ m — i\ 

x r ma \.k=ï)- 


Remplaçant A par sa 'valeur 


c/<» ,) 

(A — 0“ + A — 1 ' 

, il vient en réduisant 



K-èjr-c- + .);c-èO+. 

(~j 


Telle est la formule de la somme cherchée , quels que soient 
7/4 et n. 

Si l’on demandait que toutes lés parts fussent égales, il fau- 
drait , d’après le problème précédent , que l’on eût n — 1 = m 
et la formule ci-dessus se réduirait à x = am' , comme nous 
l’avions déjà trouvée dans ce cas particulier. 
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ïG<). Les intérêts d’une somme se cumulant à chaque instant , 
il est évident que si l’on doit un intérêt R à la fin d’un an , on 

• ^ -J^ 

aurait du désavantage à payer — au bout de G mois , et — à la 

fin de l’année , parce que le premier paiement que l’on ferait au 
milieu de l’année, porterait intérêt pendant les 6 derniers mois, 
et l’on se trouverait avoir payé réellement plus quel! au bout de 
l’année. Si, au lieu départager l’intérêt total en deux paicmens, on 
le partageait en trois , en quatre , et ainsi de suite indéfiniment-, 
le préteur aurait de plus en plus d’ avantage à cette division du 
paiement, qt l’on peut se proposer de calculer la limite de cet 
avantage en supposant que le nombre des paiemens tende vers 
l’infini ; c'est ce qu’on résoudra de la manière suivante : 
Problème. Trouver la limite de ce que devient un capital 
après n années, en supposant que d’intérêt de i* par an est 
r ft , que l’année est divisée en i' instans çgaitx , que d intérêt 

r* 

de i 1f pendant un instant quelconque est — • , que P intérêt 

V 

s’ajoute à la fin de chaque instant au capital pour porter intérêt 
(Tendant P instant suivant, et que le hombre S' tend vers l'infini. 

L’intérét de i # pendant un instant étant y , l’intérêt du ca- 

ttr * 


pital et. * pendant le i er iustant est -y ; de sorte qu’à la fin’ du 

f . ar* / /■N 

1 er instant, ce capital vaut a # -f* -y ou a” X ( i ■+• y. Par 
conséquent le capital a * vaudra, à la fin du a e instant 
a* X -f- Çÿ , à la fin du 3 e instant a* X ^ i + , . . ., et 

à la lin de la n ,imt année ou de S'a instans, le capital <**'• vau- 
dra a* X -+■ • Désignant cette dernière valeur par x, on 

ra 

x =*(‘ +£f. „ 

, . • •• 

* V I 

Pour obtenir la valeur de x correspondante à S' infini , on 


aura 


1 1 . 
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développera d’abord la puissance indiquée, Ce qui donnera 

*=«{, +/ ^ + a^=i>(j)- + c,4 

Cette valeur de x revient à 

1 2 3 * 

Supposant J 1 infini, -les fractions etc., se réduisent 

à zéro , de sorte que . . 

/ , i nS r 4 , I ‘ s i' s , « f r* , . \ 

* = ^i + nr + -- + — + — +etc.J. 

Or , d 5 après la formule (3) (page 1 26) , la série qunnultiplie * 
exprime le développement de e*'. On a donc x = «e"\ 

1 70. Phobixmb. On propose de démontrer quil n’existe que 
cinq polyèdres réguliers. 

Soient, x le nombre des côtés de l’une des faces d’un po- 
lièdre régulier, y le noiübre des angles plans qui forment 
chaque angle solide de ce polyèdre , et z le nombre de scs faces- 
Si l’on inscrit une sphère dans le polyèdre, et si l’on mène des 
plans par le centre de la sphère et par les différons côtés des 
faces du polyèdre , ces plans diviseront la surface de la. sphère 
en z poligones sphériques égaux qui auront chacun x côtés j il y 
aura y angles des polygones sphériques qui concourront en un 
même point ; et comme la somme de ©es angles est égale à 4 

4 • 

angles droits, chacun d’eux vaudra - d’un angle droit j les x an- 
gles intérieurs de chaque polygone sphérique , vaudront donc 
■—-d’un angle droit. Or, en prenant l’angle droit pour unité 

d’angle, et le triangle sphérique tri-rectangle pour unité de 
surface , la surface de tout polygone sphérique a pour mesure , 
la somme de ses angles intérieurs ,' moins le produit de deux 
angles dfoitspar le nombre des côtés du polygone diminué de a. 
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et la surface de la sphère est égale à 8 (*) ; la surface de chaque 

, ’ 
polygone spliériqpe est donc égale à a (r — a) , ou à 

* 

ujc -+• 4 ; et comme la somme des surfaces de ces z poly- 

y 

gones forme. la surface totale de la sphère, on a 

( — — 2 r -f- 4^ z = 8; d’où (i)...z= — . 

\ y J v ux — — a )y 

Les valeurs entières positives de x,y, z, qui satisferont à 
cette équation, détermineront les polygones réguliers deman- 
dés. Cherchons ces valeurs; x et y étant positifs, pour que z 
soit positif, il faut et il suffit que 

ar 

( x — a)y<ax-, d’où y 

Or, il faut au moins trois côtés pour former une face , et trois 
angles plans pour composer un angle solide , donc x > a et 
y Les deux limites de_y exigent que 


2X 


> 3 ; d'où x < 6. 


On ne doit donc assigner à x que les valeurs 5, 4, 5 ; les va- 
leurs correspondantes de a * déduites de l’équation (î), sont 

J2L. et _*L_. 

6 — y * 4— y îo — 3y 

Par conséquent : 1 ®. On ne peut combiner avec x=t3 , que 
_y = 3 , _y — 4, y = 5 ; les valeurs correspondantes de z sont 
4,8,20; ce qui détermine le tétraèdre, Y octaèdre , et Y ico- 
saèdre ; toutes les faces de ces polyèdres sont des triangles équi- 
latéraux. 

2 °. Avec x *= 4 , on nè peut combiner que y ~ 3 ; cè qui 
donne z = 6. Cela fournit le cube dont les six faces sont des 
carrés. * i - 


(*) L'oyez la 4' proposition du 7' livre de h Géométrie de M. Legendre. 
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3 °. Enfui, lorsque x = 5 , le dénominateur 10 — 3 y devant 
être positif, il faut fine y = 3 ; d’où z—iu. Cela détermine 
le dodécaèdre , dont les douze faces sont des pentagones ré- 
guliers. 

Il n’existe donc que cinq polyèdres réguliers , savoir : le té- 
traèdre , le cube, Y octaèdre , Y icosaèdre et le dodécaèdre. 

171. Problème. Déterminer la somme des puissances sem- 
blables des termes d'une progression arithmétique. 

Soient a, b , c, d, ..., h, l, Jcs termes de la progression, 
et f la raison ; on a 

b = a -f- £ , r — b -f- £ , d c -f- J' , , l := h 

d’où 

/>"■= f- -m[m — -f- ~m[m — 1) (m — -+• cfîc., 

r" = 4» 4- ■+■ -m[m — 1 ) (m — 1 -f-cic., 

2 U 

l m *=» k m -f- -m (m — — 1) ( m — + clc. 

2 O 


Ajoutant ces équations membre à membre, et désignant par 
s Sm , S m _, , Sm_, , etc., les sommes des puissances m, m — 1, 

m — 2, etc., des ternies de la progression, on trouve 

• v. 

S m — a" = S« — S«_i — A fc - , )’+ — i;<f*(S«-. — /*•“*) -+• etc. ; 


d’où 


S«-, ==/»-' H — !- (/»— a») — '■ m - ■ T ' J (S—,- A—»)— etc. 
mi 1 

Cette dernière formule fait dépendre S„_, des puissances 
inférieures S*,_, , S»_3 , ... , S, , S, , S„. 

Exemple. Pour obtenir la somme des m — i H "" puissances 
des rt nombres naturels 1 , 2 , 3 , . . . , rt , on fait 


a = 1 , <I=i, I z=z n j ' 

ce qui conduit à 


etc. 
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Donnant k m les valeurs 1 , a, 3 | 4 , etc. , on trouve 

C 0 _n(rt+i) c _n(«+0( 2n +0 c _n a (n+i)* _ 

^ ^ ^ >ctc. 

17a. Problème. On demande le nombre de boulets contenus 
dans une pile dont la base est un triangle équilatéral, ou un 
rectangle, ou un carré; tous ths boulets se touchent et sont de 
même diamètre. 

i°. Lorsque le pile est triangulaire (fig. 101 bis) , en la divi- 
sant en tranches horizontales à partir du sommet S, on obtient 
• les tranches représentées ( fig . 102 bis) (*) ; la i re tranche con- 
tient un seul boulet , la a® en renferme 1 + 2 ou 3 , la 3 ° en con- 
tient j+a + 3 ou 6 ,..., et en général, la n Umt tranche est 
composée de 1+2 + ... + n boulets. Les nombres 3 , 6 , etc. 
ont reçu le nom de nombres triangulaires , pàt-ce qu’ils ex- 
priment combien il faut prendre de cercles égaux et tangens 
pour qu’on puisse disposer ces cercles en forme de triangle 
(M- i° a bis). 

Le nombre des boulets de la pile SABC (fg. 101 bis) , étant 
1 + 3 + 6 + 1 o + 1 5 ou 35 , on formerait des piles trian- 
gulaires en prenant 1 + 3 , ou 1 + 3 + 6 , ou 1 + 3 + 6 + 10 
boulets. Les nombres 1+3, t +3 + 6, etc., s’appellent des 
nombres pyramidaux , parce qu’ils expriment le nombre de 
sphères égales et tangentes qu’on peut disposer en pyramide 
triangulaire. Les nombres de boulets contenus dans ces piles 
sont faciles à déterminer. En effet : 

la 1" tranche contient . . t boulet, 

la a' en contient 1 -f- a, 

la 3 * en contient t-t-a + 3 , 

la (h — en contient 1 -f- a + 3 + .. . •+• (A— 1). 

Ajoutant les nombres contenus dans chaque colonne verticale , 


(*) La figure (toa iis) représente les cinq sections horizontales faites dans la 
pyramide SABC {fig. toi bis) par des plans menés par les centres dej 
boulets. 

* 
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et désignant par Xn_:i le «ombre total de boulets des n—i 
tranches, on voit tjuc 

X._,=(n— i)foisi+(n— a)foisa+(/i— 3 )fois 3 +...-f^/i— (n— i)Jfois(/i— i) 
=«{ .+a+ 3 +...(«_ ,)} _ { «• + a . + 3 . + ... 

Lorsqu’on prend une tranchp de plus, le nombre total des 
boulets des n tranches est 

X»=(«î+ 0 ('+a +3 + ». + n)-(i*+i’+ 3 , + ...+B t ). 

Substituant pour i-J-a-f- 3 4 - ... -f-n et j» 4 .a’‘- 4 - 3 ! ‘-f-...+n’, 
leurs valeurs | »(« 4 * i) , | n(n + 1 ) (an -f- 1) , on trouve 

(1) ... X„ = £ n(n + 1) (n + 2). 

Le nombre n des tranohes est égal au nombre de boulets du 
côté AB de la- pile SABC. Dans la Jigure 101 bis, on a n— 5 i 
la formule (1) donne Xs = 35 ; la pile est formée des cinq 
tranches de boulets indiquées ( fig. 10a bis). 

2°. Pour évaluer le nombre X des boulets contenus dans la 
pile tronquée ABCabc {Jig- 10 1 bis), on désigne par m le 
nombre des boulets du côté ab de la tranche supérieure abc 5 
le côté «£ de la tranche immédiatement supérieure renfermant 
m — 1 boulets, on obtient le nombre des boulets de la pîleS*^ 
en remplaçant n par m — 1 dans la formule (1); la différence 
entre les nombres de boulets des piles SABC, S*Cy , exprimant 
X , on trouve 

1 ■ . ' 

(2) . .. X = | [n(n + i) (n + 2) — (m — 1) m(m - f- 1)}. 

n et m sont les nombres de boulets des côtés AB, ab, des 
deux bases du tronc. On obtient le nombre 3 i des boulets de 
la pile tronquée ABCûic (fig. 101 bis), en faisant n= 5 , 
» m= 3 , dans la formule (2); oette pile est composée des trois 
dernières tranches de la fig. 1 02 bis , et ces tranches contiennent 
C + io-J- i 5 ou 3 i boulets. 

3 °. Quand la pile a pour base un rectangle ABCD (Jig. io 3 bis), 
les tranches horizontales sont des rectangles , et la pile entière 

* ‘ ♦ 
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est terminée par une file ET de lioulcts; tes faces latérales 
sont deux triangles équilatéraux EAD, FBC, et deux trapèzes 
EFBA, EFCD. Si la file supérieure EF contient J + 1 boulets, 
la 2 * tranche a'b'cd' sera un rectangle dont les côtés a'b' } b'c', 
contiendront* respectivement J 4- 2 boulets net a boulets -, il y 
aura donc (<i -f~ 2 ) X a boulets dans cette tranche; la 3 e en con- 
tiendra (l'+3)x3, et ainsi de suite. Désignant par Y» le 
nombre total des boulets des n tranches qui composent la pile 
entière EFABCD, le coté BC renfermera n boulets , le côté AB 
en contiendra S -f- n , et on aura 

Y» = (il-f - 1 ) X i •+■ (<! -J- a) X a -4- (f -f-3) X3+... — -f- n)Xn 

= <3'(i-f-a-f-3-f- . •• +«) + — +n*). 

Remplaçant x-f-a-f-3-4- . . . -f- n et i*4-a*+3*+ • • • + »*, 
par leurs valeurs £ n(n+i), | n(ra-j-i) (an+i), il vient 

Y » = èn(n + 0 (3J'-f-an-f- 1). 

Soit «T + n = m , on trouve 

(3)... Y„ = £n(n-f î) (3m-n+i), 

• 

n et m sont les nombres de !>oulets des côtés BC , BA de la 
base de la pile. Supposant n~5 , m = 8 , on trouve que la pile 
EFABCD contient îoo boulets. 

4°. Enfin, pour évaluer le nombre Y des boulets de la pile 
tronquée ABCDabcd ( fig . io3 bis ) , il suffit de prendre la diffé- 
rence entre les nombres de boulets des piles EFABCD, EFa'ôVd'. 
Désignant par n et m' les nombres de boulets des côtés bc,ba 
de la base supérieure du tronc , les nombres de boulets des côtés 

b'c', b' a ! , de la l»se de la pile BTa'b'c d', seront n ' — î et m i ; 

on obtiendra donc le nombre des boulets de cette petite pile en 

remplaçant dans la formule (3) , n et m par n ' — i et m' 1 5 

on en déduit 

(4) . . . Y = gf n(n~f~ î ) (3 m — n-f- î ) — ( n î )n'(3m' — n'—i ) }. 

• 

n,.m , n et m', sont les nombres de boulets des côtés BC, 
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BA, bc, ba, des deux bases de la pile tronquée. Or 

m , ab — S' ri — m -, donc m — n=m' — n; 

cette relation donne le moyen d’éliminer une d.es quantités m'> 
ri, m , n. 

Pour trouver combien la pile tronquée oècdABCD (Jig. i o3 bis ) , 
contient de boulets, on fait m=8, t» = 5, m —6, ri— 3, 
dans la formule (4) ; ce qui donne 

Y = loo — t4 = 86. 


Remarque. Lorsque la base ABCD (f‘g- io4 bis ) est un carré ; 
7 n = n, 77 »'= 7 »'; la pile S ABCD est terminée par un seul bou- 
let, car ^ = 77 » — 7 i=o, et la file EF (Jig- io3 bis) contient 
1 boulets; les formules (3) , (4) deviennent 
; 1 % t 
Y„ = g/i(/i+!)(a7»-M), Y =^{“( n +i)( a « + i) — C' 1 ' - — >)}• 


173 . TnÉORÈME. Le produit de n nombres entiers consécutifs 
quelconques est divisible par le produit des nombres i , 2 , 3, 4,. .n- 
En effet, l’identité 


(p+i) (p+i)...(p+n — 1 ) (p+n) 
1 . a (#» — 1) n 

J 



(p+l) (p+ï)...(p-gn— 1 ) 

1 , a ... (71 — 1) 

(p+i)(p+i)...(p+n— 1 ) 

1 . a ... (n— 1 )| ’ 


donne 


(p-f -0 (p+*)...(p+n — O (P+ n ) _ (H -0 (p+o)-(p+n— 1) p(p+i)...(p+n— x ) 

1 • . a ... (n — 1) n 1 . a ... (n — 1) 1 . a ... n" ’ 

Cette dernière démontre que si le produit de 7 » — 1 nombres 
entiers consécutifs p + 1 , p-f a, . . . , p-f-7» — 1 > est divi- 
sible par le produit des n — 1 nombres entiers 1 , 9 ,. . ., 1 »— 1 , 
le reste de la division de (p+i) (p-f- 2 ) . . . (p + 71 ) par 
1 X 2 X • . . X n sera le même que celui de la division de 
p(p + 1 ) ... (p-f-71 — 1 ) par 1 X 2 X • • • X n ; c’est-à-dire 
que si la propriété énoncée convient à n — 1 facteurs , le reste 
de la division du produit de n nombres entiers consécutifs par 
1 X 2 ... X 7i , ne changera pas quand chaque facteur dimi- 
nuera d’une unité p le reste de la division ne çbangera donc pas > 
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lorsqu’on diminuera de p unités chacun des n facteurs p -f- 1 > 
p +2 , . . . , p+ n; le produit 1 X 2 X ... X n de ces nou- 
veaux facteurs étant divisible par 1 X a X ... X n , on voit 
que si la propriété énoncée est vraie pour n — 1 facteurs , 
elle le sera également pour n facteurs; or, elle convient à 
deux facteurs, car l’un de ces facteurs étant toujours un 
nombre pair , leur produit est divisible par x X a; le principe 
est donc démontré. 

■Application de la Théorie des Progressions à la 
Solution de plusieurs questions qui s'y rapportent. 

174. Problème Deux voyageurs partent d'un même point * 
et marchent , l'un pendant 8 heures, F autre pendant 9 heures. 
Le 1" a parcouru un kilomètre pendant la 1" heure, et o lm ,i 6 
pendant la dernière ; sa vitesse est telle , que" F espace parcouru 
diminue par heure d'une quantité constante. Le a' voyageur 
borne sa carrière dans F étendue d'un chemin planté de Si arbres, 
à x m ,a de distance Fun de Fautre. Le 1" de ces arbres a servi 
de point de départ commun aux deux voyageurs , et le second 
voyageur marchant avec une vitesse constance, se dirige de la 
manière suivante : il va jusqu'au 2' arbre et revient au point de 
départ ; il parvient de là au & arbre , puis revient de nouveau 
au.\" ; il arrive ainsi successivement à chaque arbre , et s’arrête 
enfin quand il est de retour au but d’où il est parti. On de- 
mande lequel des deux voyageurs a parcouru le plus.de di- 
stance , et quel eût été le rapport de leurs vitesses , si le premier 
voyageur eût fait sa’route d’un mouvement uniforme. 

On connaîtra tout le chemin parcouru par le 1" voyageur , 
en cherchant la somme des termes d’une progression arithmé- 
tique, dont le 1" est un kilomètre, le dernier o lm ,36 et dont 
le nombre des termes est 8 ; la formide connue conduit pour 
P expression de cette somme au nombre 5 , ’ n ,44 ou 544 o mètres; 
telle est l’étendue de la route du premier voyageur. • 

La route totale du 2 e voyageur se détermine avec la même 
facilité. En effet , ce voyageur va au 2' arbre et revient au i* r ; 


) 
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îl parcourt doue 2 fois i"',2 ou 2™, 4. 11 parcourt ensuite 2 fois 
la distance du. 1 er arbre au 3 e , c’est-à-dire 2 m ,4 plus 2 m ,4, et 
comme l’cs{)ace qu’il parcourt augmente à chaque voyage, du 
double de la distance entre deux arbres , on voit que la route 
totale du 2 e voyageur est exprimée par la somme des termes 
d’une -progression arithmétique, dont le i* r terme est a m ,4, 
dont la raison est 2 m ,4 , et dont le nombre des termes est 5o. 
Calculant cette somme , on trouve que le second voyageur a 
parcouru 3o6o mètres en 9 heures; il parcourrait donc par 
heure le 9 e de 3o6o m , ou 34o m ; mais le i 8r voyageur a parcouru 
en 8 heures 544o m ; conséquemment , s’il eut marché avec une 
vitesse constante, il eût parcouru en une heure le 8 e de 544o m > 
, ou 680 mètres. La vitesse du i ,r voyageur est donc à celle du 2 e , 
comme 680 est à 34o, ou comme 2 est à' 1. La vitesse uniforme 
du 2* voyageur est donc douille de celle du I er . Les espaces par- 
courus par les deux voyageurs étant 544o m et 3o6o"‘, on voit 
que le i er voyageur a parcouru 238o mètres de plus que le 
second. 

175. Problème. Unepièce d'artillerie a reçu une charge et un 
degré- d'inclinaison tels , que le boulet acquiert, en sortant, une 
vitesse égale à otite que conserverait un corps , ayant tombé 
librement de io3684 décimètres de hauteur, si après avoir 
parcouru cet espace, V action de la pesanteur vendit à cesser 
d'agir sur lui , et qu'il continuât de se mouvoir uniformément. 
On suppose que le boulet n'éprouvant de la part de l'air au- 
cune résistance , se dirige avec une vitesse uniforme , et quil 
met 5 secondes pour parvenir à son terme. Un courrier mar- 
chant dans la direction du boulet, part d’un point distant 
du lieu de la pièce d'artillerie de 1246 mètres , et parcourt 16 
mètres dans la 1 "seconde , 32 mètres dans la 2* , 64 m dans la 
3', et ainsi de suite en doublant. Il s arrête au bout de 6 se- 
condes , et l’on met alors le feu à la pièce. On demande si le 
boulet peut atteindre le courrier. 

Pour réso udre ceprohlème , je rappellerai plusieurs prin- 
cipes de Physique dont on aura besoin; savoir : 

« i°. Qu’un corps abandonne à Faction de la pesanteur , dans 
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*m milieu non résistant , parcourt 4 g décimètres pendant la 
1 r • seconde de sa .cliute. 

« 2°. Que lorsqu’un corps pesant est tombé pendant un 
>» nombre quelconque de secondes , la vitesse qu’il a acquise est 
y telle , que si la pesanteur cessait d’agir , il décrirait par chaque 
» seconde autant de fois 98 décimètres ^qu’il s’est écoulé de 
» secondes. 

» 3°. Que l’accélération acquise, pendant la chute, par les 
» corps soumis à l’aqtion de la pesanteur ,, est exprimée parla 
»> progression des nombres impairs. 1, 3,5,7, etc.... » 

Pour appliquer ces principes à la détermination de la lon- 
gueur du -chemin que doit franchir le boulet en 5 secondes , je 
commencerai par chercher combien il faut de secondes à un 
corps pouf tomber d’une hauteur égale à io3G84 décimètres , et 
le 3* des principes ci-dessus, fournira l’équation 

io3G8i = 49(i4-3+5-t-7+....etc.), 0 u 21 16 = 1 +3+5+ etc. 

La progression arithmétique qui forme le second membre , 
contient autant de termes que le corps dont il s’agit a mis de 
secondes dans sa çhute ; il est donc utile de chercher quel est 
le nombre des termes de cette progression ; en représentant ce 
nombre par n, l’équation précédente peut recevoir cette fbriue 

2116 = ^ | 2-f- a(n— 1) | = n\ 

L’extraction de la racine carrée conduit à n=46; ainsi le corps 
a employé 46 secondes pour descendre de io 3G84 décimètres. 

D’après les conditions du problème, et en vertu du 2' prin- 
cipe rapporté, la vitesse initiale du boulet pendant la 1” se- 
conde, sera 46. X 9 m |8 = 45o m ,8 ; et l’espace total qu’il aura 
parcouru pendant 5 secondes', sera 5 fois 45o m ,8 ou 2254 m . 

Il reste maintenant à déterminer le chemin fait par le cour- 
rier pendant 6 secondes de marche ; d’après l’énoncé , ce chemin 
est exprimé par la somme des termes d’une progression géomé- 
trique dont le i ,r . terme est 16 mètres, dont la raison est 2, 
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et dont le nomhrc îles termes est 6. En calculant cette somme ,* 
on trouve 1008 mètres. Si l’on ajoute à ce résultat, le nombre 
i2,46 m qui exprime la distance du point de départ du courrier 
à la pièce d’artillerie, on aura pour somme 2254 mètres. 

On voit donc que le courrier ne peut pas être atteint par le 
boulet, car à l’instaqt où l’on tire la pièce, le courier est déjà 
arrhé au point pu le boulet doit s’arrêter. 

176. Problème. Trois mobiles partent en même temps d'un 
même point d’une circonférence ; ils la- parcourent dans le 
même sens avec des vitesses 1 constantes , v', v", v" ; la longueur 
de la circonférence est c. Il s'agit de trouver les rencontres de 
ces mobiles deux à deux , et trois à trois. On suppose y" f> y' 
et v a > v'. 

On prendra l’heure pour unité de temps ; de sorte que les 
nombres d’unités d’espace , parcourues en une heure par les 
mobiles , seront respectivement v', v" et v* . Pour que deux mo- 
biles se rencontrent , il suffit et il faut que la distance parcou- 
rue par l’un de ces mobiles , soit égale à celle que l’autre mo- 
bile a parcourue pendant le même temps, augmentée d’un 
nombre exact de circonférences. Cela posé : si après y heures de 
marche, les deux premiers mobiles se trouvent sur un même 
point de la circonférence, les nombres d’unités d’espaces qu’ils 
auront parcourues seront vy , v"y, et n désignant un nombre 
eutier positif quelconque, on aura 


v"y = v'y -+-nc; d’où (i)...j'; 


ne 


Donnant successivement à n les valeurs 1,2,3, 4, etc.', les 
valeurs correspondantes de y exprimeront dans combien d’u- 
nités de temps le 2 e mobile rencontrera le i* r mobile , pour la 
fois , ou pour la 2 e fois , etc. 1 
Par une raison semblable , le 3 e mobile aura rencontre n' fois 
n'c . 

le i? r mobile, dans -5 ; heures, et le 3 e mobile aura ren- 

9 y __ y 


contré n" fois le 2 e mobile , dam 


n c 


heures', désignant ces 
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hombres d’heures , par z et f, on aura 


m n ne 

(i)...y=-ï 7, (a) . .. z= _ 

' 7 y y _ y ' ' * .y y 


V ' — v 


Pour obtenir les rencontres des mobiles deux à deux , il suffit 
de donner successivement aux indéterminées n,n ,n " , les va- 
leurs 1 ,3,3,4, etc. 

Les rencontres des mobiles trois à trois, se déduisent de ce 
qui précède. En effet, le a* mobile rencontre le 1 er après y 
heures, et le 3' rencontre le premier après z heures. Par consé- 
quent, pour que les trois mobiles sc trouvent sur un même 
point de la circonférence, il suffit et il faut que les valeurs ( 1 ), 
( 2 ) de y et z, soient égales. La question est ainsi réduite à' 
calculer les valeurs entières positives des indéterminées n , n , 
qui satisfont à l’équation 


n c 


' rr\ n v — v 

dou (4)... -B 

n v — v 


lorsque les valeurs numériques des vitesses v ' , v", v w , seront 


données , on réduira la fraction • 


pl 


a sa plus sim 


pie 


ex- 


pression ç ; b et /3 seront des nombres entiers positifs, et toutes 

les solutions entières positives de l’équation (4) se déduiront 
des formules nz=z»e, n = Ce, en donnant successivement à e 
les valeurs 1 , 2 , 3, etc. Le nombre d’heures écoulées depuis 
l’instant du départ des trois mobiles jusqu’au moment où ils se 
retrouvent sur un même point de la circonférence, est exprimé 

par l’une quelconque des quantités égales —’ lC t 


n c 


v—v ■ v" — û 7 ’ 
signant ce nombre d’heures par x, et remplaçant les indéter- 
minées n , n' , par leurs valeurs générales aie. Ce , on aura 

tr.ee Cce 


(5) 


. . x: 


Les mobiles sc seront donc rencontrés e fois, trois à trois. 
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CtCB 

dans —u — —, heures ; les valeurs correspondantes dey et z étant 

*ec. Sec . ' , . , 

y = , z = yr_ — , , on voit que pendant ce temps, le 

a e mobile aura rencontré »e fois le i* r , et le 3® aura rencon- 
tré Ce fois le i* r . Il est facile d’en conclure que le 3* mobile 
aura rencontré (C — a)e fois le a', car les relations (5) donnent 

( v " — v')rr — ace , (v" — t /)x = Cce; d’où 
( v--vO^= ( C-«)ec, * = 


et la comparaison de celte valeur de x avec la valeur (3) de f, 

démontre la propriété énoneée. Ainsi , après ~ heures, le 

2 ® mobile aura rencontré ae fois le i* r mobile , le 3® mobile aura 

rencontré 6e fois lé i* c mobile, le 3® mobile aura rencontré 

(C — «) e fois le 2 ® mobile, et les mobiles se seront rencontrés 

e fois trois à trois; e désigne un nombre entier positif quel- 

* ■ v*— v’ 

conque; ^ est la valeur de la fraction^ -, réduite à sa plus 

simple expression , et on a 


«ce G ce (G — a) ec 



Exemple. XJne montre marqïie les heures , les minutes et les 
secondes ; les trois aiguilles sont sur la douzième heure; il 
s'agit de trouver les rencontres deux à deux et trois d trois de 
ces aiguilles. Le cadran est divisé en 6o parties égales; pen- 
dant Une heure, les aiguilles parcourent respectivement 5, 6o 
et 36oo de ces divisions ; on a donc 

v' = 5, v" — 6o , v m —36oo, c — 6o ; d’où. 



1 1 « 




Ainsi, la première rencontre des trois aiguilles aura lieu 
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dans 12 heures; l’aiguille des minutes aura rencontré H fois 
celle des heures , l’àiguille des secondes aura rencontré 719 fois 
celles des heures, et l’aiguille des minutes aura rencontré 708 
fois celle des secondes. 

177. Problème. Dacchus trouve Sylène endormi près' d'un 
tonneau plein de vin , et boit pendant les trois cinquièmes du 
temps que Sylène aurait employé à vider le tonneau. Sylène 
s'éveille et boit le reste du vin. Si Bacchus et Sylène eussent bu 
ensemble , le tonneau eût été vidé six heures plus tôt , et 
Bacchus n aurait bu que les deux tiers de ce qu'il a laissé à 
Sylène. On demande combien il faudrait d’heures à chacun 
d’eux en particulier , pour vider le tonneau. 

D’après cet énoncé : 

i°. Si l’on diminue de six heures, le temps employé par 
Bacchus et Sylène pour vider le tonneau lorsqu'ils boivent suc- 
cessivement, le reste doit être égal au temps qu’ils mettraient 
à vider ensemble le tonneau. 

2 0 . Si Bacchus et ^ylène eussent bu ensemble , la quantité 
de vinliue par Bacchus eût été égale aux deux tiers de ce que 
Bacchus a laissé à Sylène. 

On obtiendra donc les deux équations du problème , en cal- 
culant les quatre quantités qui entrent dans ces deux condi- 
tions. On supposera que le tonneau contient a. litres de vin, que 
Bacchus vide le tonneau en x heures et Sylène en 5 y heures; 

pendant une heure, Bacchus boira donc - litres et Sylène boira < 
~ litres. Or , Bacchus boit pendant les ^ de 5 y heures , ou 3 y 
heures ; il aura donc bu , pendant ce temps , 3 y fois * litres, ou 

litres ; il ne laisse donc à Sylène que « — ou - (.r — - 3 y) 
litres. Cherchons en combien de temps Sylène a bu ce reste : 
il hoit » litres en 5 y lieures , c’est-à-dire un litre en — heures ; 

a 

il a donc bu ces - (x — 3 y) litres , en - (,r — 3 y) fois heures, 

" 12 
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»u en ^ (x — 3 y) heures. De sorte que Baechus et Sylène 
ayant bu successivement, ont vidé le tonneau en 3y+^ (x — 3y) 

heures, c’est-à-dire, en ^ (8x — i5y) heures. 

Si Bacchus et Sylène eussent bu ensemble, ils auraient bu 
a et, «(x-f-5y) 

-•.+ ç- litres, ou — — litres , en une heure , c est-a-dire 

x 5y 5 xy 

« (x Sy) litres en 5xy heures, et par conséquent les « litres 

contenus dans le tonneau en - ' • heures ; la portion de vin 

x -+- 5y 

bue par Bacchus pendant ce temps , eût été — fois - litres , 
litres. 


ou 


x + 5_y 

Les équations du problème sont donc 


■J(8x— i5y)— 6 = -^ 


—rr-> -4rir = L (*— ^ 3y)x|> 

x + 5 y x -(- 5 y x 7 3 


elles se réduisent à 


(î). . .a5xy*— tj5y^ -f 3x*y — 6x* — 3oxy =o, 

( 3 ). . .3oy*-f- uxy — 2 x , =ô. 

La nature de la question actuelle exigeant que x et y soient 
positifs , on rejettera les valeurs négatives de ces inconnues ; ce 
qui conduira au calcul suivant : l’équation ( 2 ) donne 


11 , / 1 21 2 _ .11 îq 3 

, / 

La substitution de cette valeur dey dans l’équation ( 1 ) con- 
duit à x = 1 5; d’où y = 2 et 5y = 10 . Ainsi , Baçphus buvant 
seul eût vidé le tonneau en i5 heures, et Sylène en 10 heures. 

Ces nombres satisfont à toutes les conditions du problème. En 
* ! • * ** 
effet, Bacchus trouve Sylène endormi et boit pendant les -z de 


» 
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10 heures, ou 6 heures; or, en une heure il boit 1 du 

i5 

tonneau; il a donc bu pendant fi heures les —, ou les 

3 • 3 ^ * 

5 du Anneau; il 'laisse donc les - du tonneau à Sylène; Sy- 

lène s’éveille, et boit le reste pendant lés | des 10 heures qu’il 

mettrait à vider tout le tonneau, c’est-à-dire en 6 heures- de 
sorte que Bacchus et Sylène buvant successivement, ont’mis 
12 1,eures à vider le tonneau. Si Bacchus et Sylène eussent bu 

ensemble, ils auraient vidé, dans une heure — _l_ _!_ 01J 3 
, . . io 6* 

du tonneau, et. par conséquent le tonneau en 6 heures, c’est-à- 
dire en six heures de moins que s’ils eussent bu successivement. 

Pendant six heures, Bacchus eût bu les -î du tonneau • c’est 

a 3 ^ f 

en effet les- des - du tonneau qu’il avait laissés à Silène. 

il 8. Problème. Former la longueur du mètre en plaçant 

des pièces dor de ao francs et de 4 o francs les unes à la suite 
des autres. 

Les longueurs respectives des diamètres des pièces de ao' et 
de 4 o étant a. et ; a6 millimètres, si l’on prend x pièces de 
et y p.eces de 4 o», la somme a.x + afiy millimètres des lon- 
gueurs des diamètres de ces pièces devra être égale à 1000 milli- 
mètres, il suffit donc de chercher les valeurs entières de x et v 

Z * ‘' é,uali “ a,x+ ^= 

X — aSe — 200, y = 200 — aie, 

et comme e, x et y, doivent être des nombres entiers posi- 
tifs, on ne peut ta.re que e = 8, d’où x = 8, ,y — zT- et 

e— 9, ou X-. 34 , y=n. p ar conséquent, pour former la 
longueur du métré avec le plus petit nombre poLble de pies 
de *0 et de 4 o , û faut prendre 8 pièces de ao' et 3a pièces 

t mè’t 2 TT f ° Urnit 16 m ° yea de ““P 0 ** la longueur 
du mètre avec la plus petite somme possible. 

ia. . 
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Remarque. Lorsqu’on assigne d’au 1res valeurs entières à e, 
une des inconnues x, y , devient négative ; ce qui indique 
qu’on peut obtenir la longueur du mètre en portant d’abord 
des pièces de 20^ ou de 4 o^ dans un sens, et en reportant des 
pièces de 4o f ou de ao f en sens inverse. Par exemple, e = io 
donnant x= 6 o, y=~ »o, on met 60 pièces de 20 f les unes 
à la suite des autres ; on porte 10 pièces de 4 o f en sens inverse 
en revenant de la dernière pièce de aof vers la premièse, la 
distance de la dernière pièce de 4 o» à la 1” pièce de ao f est 
1000 millimètres ou un mètre. 

lyg. Problème* Déterminer un nombre entier N, qui soit égal 
à la somme de ses diviseurs (on fait abstraction du diviseur N). 

Un nombre premier ne saurait jouir de la propriété deman- 
dée , car la somme de ses diviseurs est égale à l’unité. On cher- 
chera donc si N peut être de la forme <* m X S , » et S désignant 
des nombres premiers. Le nombre a" X £ devant ctfe égal à la 
somme de ses diviseurs , on a 

«»xC = (i 4- « m )x(i+£) — « m «; 


Or, £ doit être un nombre entier ; cette condition exige que le 
dénominateur soit l’unité; car autrement, le reste de la divi- 
sion du numérateur de £, par le dénominateur, serait,.,.. 

. . . -J-*®- 1 ) , et <* étant positif, ce reste ne ae 
réduirait pas à zéro ; il faut donc que ^ 

• 4 1 * 1 — i 4 " * " 1 " * a 4 " • • • 4 " e * m ') ^ * * ' 

Or, cette équation revient à 


a devant être plus grand qUe l’unité, on ne peut admettre 
que la valeur «4* a de <* ; elle donne 


„ + ■ ■ . -fa"— ) 

* ’ a m — (l 4 - a 4 “ 4 - • • . 4 - ee m ’) 



OU . 



£== 1 4 - a 4 - a* 4 - a 3 +*.-- -M m-, . 4 -a m > 
N=(i 4a + 3’ + 2 , 4-.-.+ a ,, ).><; S”, 
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et pourvu que les nombres a, C, soient premiers , cette valeur 
de N jouira de la propriété demandée. 

Ainsi, on fait la somme des nombres i , a , a*, a 3 , etc., jus- 
qu'à. ce qu’on obtienne une somme qui soit un nombre premier ; 
on multiplie cette somme par la dernière puissance de a à la- 
quelle on s’est arrêté; le produit satisfait à la question. 

On en déduit que les valeurs de N sont 6, 28 , 4gS , etc.; ers 
nombres ont reçu le nom de nombres parfaits. 

Sur la Théorie générale des Polynômes et des 
Equations algébriques. 

1 80. La propriété fondamentale de cette théorie consiste en 
ce que toute équation f(x) = o a une racine ; c'est-à-dire qu’il 
existe toujours une expression réelle ou imaginaire de x qui > 
substituée à l’inconnue x, rend l’équation identique. Cette pro- 
position a été long-temps regardée comme évidente ; M. Cauchy 
en a donné une démonstration que nous allons faire connaître , 
et qui a l’avantage de prouver en outre que toutes les racines 

imaginaires des équations algébriques sont de la forme 

aàz.b\/ — 1 ; a et b désignant des quantités réelles. 

Nous commencerons par faire observer que toute expression 
imaginaire de la forme a±b\ / — 1 peut se mettre sous la forme 

dt \é — 1 gin (); 
il suffira pour cela que l’on ait 

a — ( cos t , ù = £sinÔ; 

d’où l’on tire 

( a = a a -f- b\ cos t — — , . , sin ê — — — - ■ 

V U‘ -+- b 1 y a À + 6“ . 

0 

On peut donc toujours déterminer ( et t en valeurs réelles de 
manière à opérer la transformation ci-dessus indiquée. 
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On pourra donc facilement élever toute expression de la 
forme adzb y/ — 1 à des puissances entières ou fractionnaires, 
positives ou négatives, réelles ou imaginaires; il suffira, d’après 
ce que nous avons vu (n° i36) , de multiplier l’arc 8 par le degré 
de la puissance, puis d’élever le facteur réel ç à la même puis- 
sance. 

181. Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles ou les 
valeurs imaginaires des constantes a. , a, , . . . , , a» 

l'équation 

(1).. ■a 0 x n -\-a,x n -' -f- ... +a,_,x -f a B r=o ; 

dans laquelle n désigne un nombre entier égal ou supérieur à 
l unité , a toujours des racines réelles ou imaginaires. 

Démonstration. Désignons , pour abréger, par f (x) le pre- 
mier membre de l’équation (i ) f (x) sera une fonction réelle 
ou imaginaire, mais toujours entière, de la variable x; et, 
puisque toute expression réelle u se trouve comprise comme 
cas particulier dans une expression imaginaire u 
il suffira , pour établir le théorème énoncé , de démontrer gé- 
néralement qu’on peut satisfaire à l’équation 

(i).../(x)=o, 

en prenant 

X = u- fi- vy/ — 1, 

puis attribuant aux nouvelles variables u et v des valeurs réelles. 
Or, si l’on substitue la valeur précédente de x dans la fonction 
f (x) , le résultat sera de la forme 

+ y/— i x (u, v ), 

• I 

<p(u r v) , %(u, v) désignant deux fonctions réelles et entières 
des variables u et v. Cela posé , l’équation (î ) deviendra 

, <P(v,v) + \/—i x(v,v)= o, 

et, pour y satisfaire, il suffira de vérifier les deux équations 
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' 1*(m>‘0 = o, 

* \ 

ou, ce qui revient au même, l’équation unique 

(3)...[^(u,v)]*+ t^(u, v)]‘=o. 

Donc , si l’on pose pour plus de commodité 

(4) . . . F (u , v) = [<p(u , v)]* + [ x (u, v)]*, 

il restera seulement à montrer que l’on peut obtenir des valeurs 
réelles de u et de v propres à faire évanouir la fonction 

F(u, v). 

On y parviendra sans peiné à l’aide des considérations suivantes : 
D’abord, pour déterminer la valeur générale de la fonction 
F(u , v) , on représentera chacune des constantes réelles ou ima- 
ginaires a 0 , a„ . . . , a n _, , «„ , ainsi que la variable imaginaire 
u-\-v\/—\ > par le produit d’un module et d’une expression 
réduite; et l’on écrira en conséquence 


(5) 


= fo(cosfl 0 -f- V/ — isinflo), fl, = f ,(cos 8. ■+■ \/ — i tint,)... 

* • • " 

a._, — i sin8«_,;,a« = f„(cosâ»-f-\/ — i sin8«). 


(6) . . ,u-\- v \/ — i = r(cos t -J- \/ — i sin f). 
On aura par suite 


(7)... s 


’ f{u + vV — ■) = for* [co*(nH-8.)4-V /— 1 tin (nf-f-8.)] 

-hftr*-’ [cos(n — 1 . t-bO,)-b \/ — 1 sin (n—t . t-f-8,)] 


-t- p«— , r [cos (t -f- 8„— 1 ) -b [/ — 1 sin (s -t- $»_,)] 
-t- p„ (cos 6m — 1 sin Bm) i 

et l’on en déduira 


( 8 ). 


, uj reôotjtfiht 1 

\ • nrî® m *;nfr ’ »iXlï Mnr. 

$(u, fl) = p 0 r* cos coj(n — 1 . 1 + 8.)- f- ... 

... -4-p„-, r cos (f 4 - 8.- , ) -t- p» cos 8«, 

}*(“, «0 = por* sin (nt 4- 8 0 )4- p.r*-’ sin (n — 1 . t -ht,) -f- ... 

.. . 4-p«-, r sin (r •+■ 8.-,) 4-p. »i« 8 . j 
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f F( U, v) = ( f ‘ ra c0 * + 9 ») ■ r * - .’ co * 7"— i • ) * 

1 ' l 4- p r co* (t 4- 6 «T 1 ) 4- f. cos 8» / 

+ f for’ sin (nt 4- S») 4" P* »iU,(n— i . t4-fl,) 4- ... I * 
l ...... . 4- p»-i-r sin (t 4-8._,) 4-p. sin 8» f 


i , . ap. p, cos(t4-*o“â.y 
k f» 4 

= r**> x < [ p, • 4- Qf. p. cos (at 4- 8. — 8.) | 
r* 

-f" etc 


Il résulte de cette dernière formule que la fonction F (u, v) , 
toujours évidemment positive, est le produit de deux facteurs, 
dont l’un , savoir 

r'“ = (u 1 -f v*)" 


croîtra indéfiniment si l’on attribue aux variables u , v ou à l’une 
d’elles seulement des valeurs numériques de plus en plus grandes 
tandis que l’autre facteur convergera dans la même hypothèse 
vers la limite f o*, c’est-à-dire vers une limite finie différente 
de zéro. On en conclura que la fonction F(u, t>) ne peut con- 
server une valeur finie qu’autant que les deux quantités u , v 
reçoivent elles-mêmes des valeurs de cette espèce, et devient 
infiniment grande dès que l’une des deux quantités croît indé- 
finiment. De plus, comme l’équation (4) donne pour F (u , v) , 
une fonction entière, et par conséquent une fonction continue 
des variables u et u , il est clair que F(u, v) , variant avec elles 
par degrés insensibles, et ne pouvant s’abaisser au-dessous de 
zéro, atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite infé- 
rieure qu’elle ne dépassera jamais. Représentons par A cette 
limite, et par u 0 , v 0 un des systèmes de valeurs finies de u èt de v, 
pour lesquels F (u , t/) se réduit à A , en sorte qu’on ait Identi- 
quement , 

(io):..F(t/ 0 ,t/ 0 ) — A. 

. " * ( ' 

La différence F(n , v) — F (u Q , t/ 0 ) ne s’abaissera jamais au-des- 
sous de zéro; par conséquent, si l’on fait 

(il )...u = u 0 + ah, v = v 0 + *k, 

«désignant une quantité infiniment petite, et h, k deux quan-* 
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tités finies, l’expression . ' , 

F (t/ 0 -f »h, v 0 -f- *k) — F (u„ , t/„) 

ne sera jamais négative. En partant de ce principe, il sera fa- 
cile de déterminer la valeur de la constante A, ainsi qu’on va 
le faire voir. 

Si dans l’expression imaginaire f(u- l-u^/ — i) on substitue 
pour u et v leurs valeurs données par les formules (l 1 ), cette 
expression , devenant alors une fonction imaginaire et entière 
du produit 

«(A + fc l/ — i), 

pourra être développée suivant les puissances entières et ascen- 
dantes de ce même produit. En désignant par 

R (cos T 4- sinT) , R, (cos T, + 1/ — i sinT,), 

• • • R» (cos T# -f- [/ — i sin T„) , 

les coefliciens imaginaires de ces puissances dont quelques-uns 
peuvent se réduire à zéro, et faisant pour plus de commodité 

( 12 ). . .h -f- k V ~~ * p (axs Ô -f* V — i sin 6), 

\ . 

on obtiendra l’équation 

! /"[«• 4- i'oU ' — i -h “(h 4- k]/-~ i)]=R(cosT ~h [/ — i «in T) 

4- «R i (>[co« (Ti 4- 9) 4- \/ — 1 (Tv 4* 9)3 4- • • • 

a . . • • +tt*E , pCcos (T. 4- n 9) 4* V — 1 s * n (T» 4- o9)3 » 

dans laquelle les termes du second membre , et par conséquent 
les modulqp 

R > Ri > . . - • , R. 

ne sauraient s’évanouir tous en même temps. Comme on aura 
d’ailleurs 

- l = $(u. 4- «A, ko4 «A) 4-V—ï ¥(u<> + «/i, vo4- *A); 

on conclura de l’équation (i3) 
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! ♦ (“o 4- «A > v. 4- «A) = R co» T 4- «R, p co» (T, 4- 4) 4* ■ • • 

+ a'R.p» co» (T. ■+■ ni), 

^ «A , v 0 4- «At) — R *in T 4- «R, f sia {X, 4- 8 ) 4- .. 

*4- «"R. p* »in (X.4-«S); 

et par suite ' . ■< . w 

f • F(i»o+ 

( 16 ). . . < = [R cos T + *R.p cos (X i +fi) + .,. + »"R«p* cos (X» -4- ni )] 1 
(■+■ [R «in X + *R.p sis (T i 4-Ô) 4- ... 4“«*R*p" »in (X* 4* sfi )] 1 

Si dans cette dernière formule on pose a=o, on en tirera 

F(r/ 0 ,v 0 ) = R\ 

I 

Donc R* = A, Rs=A*. 

Si maintenant on développe le second membre de l’équation 
(16) suivant les puissances descendantes de R , et que l’on y 

* t 

remplace ensuite R par A 1 , cette équation deviendra 
(» 7 ). . .F (u. 4- ah, Vq 4” ah) 

I 

= A+aA*«prR,cos(X, — ! X-M) + ... -f. R,cos(X„— ^ X4-n«)] 

f fR. co* [T, 4- 91 -4- ... -4- et*” 1 f m ~' R. cos /X» -4- o6)V 7 . 

-4- ["R. sin [Xi 4- 6) -4* ... -f" et""" 1 p*“’ R» sin iX* -4- nQ'l* f ' 


et, si l’on fait passer dans le premier membre la quantité 
A=^F (u 0 , v 0 ), on trouvera définitivement 

(i 8 ") . . ,F(«. 4 - ah, v. -f- ak ) — Ffuo, v„) 

» 

=raA* ["B, cos(X, — X+8)-4-... -4- a— p’-' R. cos fX. — X-f-néî] 

« [R, co«'(X i -4*8) 4 — 4- a" - ' f*-’ R» cos fX. 4-n0V]’ ï 

^ r 4- CR. *in (X, 4- 0) 4-c... 4- p*—' R* »in (X« 4* n0)l* S 


Cela posé , puisque la différence 

Pfw 0 4-*à, v o -f -<*/0 — F(u,>, v 0 ) , 

ne doit jamais s’abaisser au-dessous de la limite zéro, il faudra 
de toute nécessité que, pour de très petites valeurs numériques 
de «j le second membre de l’équation précédente, et par suite 
le premier terme de ce second membre, c’est-à-dire le terme 
qui renferme la plus petite puissance de *, ne puisse devenir 
négatif. Or, en désignant par R m la première des quantités 

®-> > R» » R. i 
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qui obtient une valeur différente de zéro , on trouvera pour la 
terme dont il s’agit 

• • V 

aA* cos (T« — T + mi) 

si A n’est pas nul , et 

a 

dan% l’hypothèse contraire. De plus , comme la valeur de l’arc # 
étant lout-à-fait indéterminée, on peut en disposer de manière 
à donner au facteur ' ■» 

cos (T m — T -J- mfl) , 

et par conséquent, au produit 

a A* a m f m R m cos (T,„ — T + m«) 

tel signe que l’on voudra , il est clair que la seconde hypothèse 
reste seule admissible. On aura donc nécessairement 

(i9)...A=o; 

ce qui réduira l’équation (10) à 

/ 

( 2 O)...F(u o ,V 0 ) = O. 

Il en résulte que la fonction F (u , v) s’évanouira si l’on attribue 
aux variables u, v les valeurs réelles u a , u 0 j et par suite que 
l’on vérifiera l’équation 

(>)■ ••/(*)= o, 

eu prenant 

x—u 0 + v v \/ — i. 

En d’autres termes , « 0 + *' o \/ — i sera une ratine de l’équation 

, v 

( i) . . . a 0 x m + aix " -1 + a n -,x -f- a, = o. 

Corollaire. Si a-J-b \/ — i estracine d’une équation f(x)=Q 
à coefficient réels , a — -b \/ — t le sera aussi. 
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En effet, soit P -f-Q \/ — 1 le résultat de la substitution de 
a -{- b [/ — 1 à i dans le premier membre de l’équation , il 
faudra qu’on ait séparément P=o, Q = o. Or les termes de Q 
ne pourront provenir que des puissances impaires de b \/ — 1 
et changeront de signe avec b ; tandis que P ne renfermant, b 
qu’à des puissances paires , restera le même, quel que soit le signe 
de b } la substitution de a — b \/ — x à x donnera donc pour 
résultat P — Q \/ — * i , et P — Q l/ — x est égal à zéro , puisque 
P etQ-sont réduits à zéro. Donc a — b \/ — i satisfera à l’équation. 

x 8a. Théorème. Tout polynôme de degré pair , à cotfficiens 
réels , peut être décomposé en facteurs réels du second degré. 

En effet, les racines imaginaires sont en nombre pair, et par 
couples de la forme a±b \/ — i , qui donnent toujours deux 
facteurs x — a — b \/ — i et x — a-{-b\/ — x dont le produit 
est ( x — a ) 4 -f- b‘. Quant aux racines réelles , qui seront aussi 
en nombre pair, elles fourniront chacune un facteur réeldupre- 
mier degré, et le premier membre de l’équation pourra par 
conséquent être décomposé en facteurs réels du second degré. 

En faisant a -{-b v/ — i = ç ( cos 9 + V— x sin t ) , 
on aura 

(x*—*a )‘-f* 5 a s=î(x-*-çcosô)* + ( 3 sitx “0 es x 4 — x cos <■+*{*• 

Telle est la forme sous laquelle pourront se mettre tous les 
facteurs du second degré relatifs à' deux racines imaginaires 
conjuguées. 

i83. On sait que tout polynôme du degré m est égal au pro- 
duit de m facteurs du premier degré, multiplié par le coefficient 
du premier terme j et de plus qu’il n’y a qu’unü seule marxière d’opé- 
rer cette décomposition : de sorte qu’une équation du degré m a 
toujours m racines et jamais davantage. 

Cela posé , deux polynômes entiers du degré m sont nécessai- 
rement identiques lorsqu’ils sont égaux entre eux pour plus de 
m valeurs de la lettre ordonnatrice; car, soient F (x) et $>(x) 
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ces deux polynômes , on doit avoir F (x ) = $(x) pour un nom- 
bre de valeurs de x supérieur au degré de cette équation , ce qui 
ne peut avoir lieu si les termes ne se détruisent pas identi- 
quement. 

i84. Problème. Former un polynôme entier du degré m, 
connaissant ses m racines , et la valeur qu’il obtient quand on 
y fait x = x D . 

Soit u ce polynôme ; soient x , , x» , X 3 , ... , x m ses m racines , et 
u a la valeur de u pour x=x„. Le polynôme cherché devant être 
divisihlepar chacun des m binomesx— x, , x — x a , . . . , x— -x m , 
sera de la forme 

V. 

, u A ( x — X| ) ^ x )( x -- Xj ) . • * ( x Xrj 
P our déterminer A, faisons x = x 0 , nous aurons 


u 0 — i A ( x 0 — x, ] ( Xo x» ) ( x 0 — — Xj ) . . . ( x Q X|] ) } 

dou A ( X 0 — X, ) ( Xo — - X, ) ( X„ — X3 ) . ff( Xc — X m ) ’ 
et par suite V 

*_ (x — x,)(x-x,)... (a—x,) 

( X 0 — Xj ) ( X 0 — X a ) , . , ( Xo 1 X m ) 


i85. Problème. Former un polynôme entier du degré m, 
connaissant, les m— f- 1 valeurs qu'H prend quand on donne 
successivement àx les m -f- 1 valeurs , x a , . . . ,x m . 

Soit u ce polynôme , et u„ , u t , t* a , . . . , u m , ses m -f - 1 valeurs 
connues. Nous avons trouvé (n° 1 84) la forme d’un polynôme 
du degré m qui se réduisait à une valeur donnée u,, pour 
x sa x 0 , et qui devenait nul pour toutes les valeurs x, ( x a , 
x$, ... , x m . Nous résoudrons donc la question en faisant la 
somme de m+i polynômes de cette forme qui se rédui- 
sent respectivement à u 0 , u, , u a , u 3 . . . , u m , pour chacune 
des( m •+• 1 ) valeurs d’x et qui dev'eni ent nuis pour les m au- 
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1res; ü en résultera 

• ... w • • \ , . ■ 

' T[ — O — 

(ov,— X, ) (x c — x a ) . . . (x 0 — x m ) ’ ' 

; +UiX (x-^x 0 )(x— x,)(x— x 3 )...(x — X m ) 

( X ‘ x ° ) (x, X» ) (x, — x 3 ). . . (x, — x m ) 

> : i : • : 

+ x 

C^m ) (^m ^ J ). . . (x m X«p j ) 


Cette somme formant un polynôme du degré m eu x , qui 
pour les valeurs x,, x a , . . . , J* m , attribuées à x, acquiert les 
m + 1 valeurs données u 0 ,u,,..., u m , satisfait aux conditions 
demandées et est le seul qui puisse y satisfaire, puisque deux 
polynômes entiers sont identiques quand ils sont égaux pour 
un nombre de valeurs d’x supérieur à leur degré. 

Si l’on change u en u — a , a désignant une constante quel- 
conque, il suffira de changer u 0 , u,, u t> . . . , u m en u„ — a, 
n, — a , ... , u m — a, car si la substitution de x m donne 
u > e ^ e rendra u — a = u a — 1 a j on aura alors la formule 
suivante : 


« — a = (i/„ — a) 
+ («« — a) 


(x— x, ),.. (x— X m ) 
(X 0 — X,)'... (x o — x„) 
(X-Xp.) ... (x X m ) 

(x, — x.) ... (x, — x„) 




rr , 


+i — 

•' , vX» Xo) . . . (x m — i -x m _, ) 

Cette formule est préférable à la précédente en ce qu’on peut 
profiter de la constante a pour faiée disparaître un tei me du se- 
cond membre ; il suffira pour cela de la prendre égale à l’une 
des valeurs u„ , u, , . . . , u m . 

Si par exemple on voulait déterminer un polynôme du pre- 
mier degré en x, qui se réduisît respectivement à u 0 et u, , 
pour les valeurs x„, x, de x; on ferait a=u 0 , dans la dernière 
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formule, et on aurait •' 

Ui — u„ 

u — u c = ( x — x 0 ). 

Xi mmmm X 0 * 

Si u et x désignent l’ordonnée et l’abscisse d’un même point , 
cette équation sera celle de la droite qui passera par les deux 
points x„ , u 0 et x, , u„ . 

iS6 . Théorème. Soient x 0 , \i s, un nombre m + 1 de 
valeurs d x, à chacune desquelles correspondent 11 —J— 1 valeurs 
d’y qvi peuvent varier tf une valeur d x A l’autre : si deux Jonc- 
tions entières, du degré m en x , et du degré 11 en y , deviennent 
égaies pour toutes ces valeurs cTs. et d’y , elles seront identique- 
ment égales. En effet, soient -les deux fonctions F(x, y), 
ç(x,y) fies deux fonctions F (x 0) y ) , <p{x a ,y), devenant 
égales pour n-f- 1 valeurs d ey, seront égales, quel que soit_y , 
d’après un des théorèmes précôdens. Semblablement F (x, ,y) 
et p ( x, ,y) seront égales quel que soit y , et ainsi de suite jus- 
qu’à F(x m ,y) et (p(x m ,_y). On aura ainsi (m-f- î) égalités 
dans lesquelles on peut supposer que l’on donne à y une même 
valeur arbitraire ; d’où il suit que, quel que soit y , les fonctions 
F (x, y) et p(x,y) sont égales pour m-f- 1 valeurs de x; 
donc enfin elles sont égales quel que soit x , et par suite les deux 
fonctions F(x,y ), <p (x, y ) sont égales quels que soient 
xe t y. ' 

187. € o ho Li. a ire. Il suit de là que deux fonctions entières 
sont égales identiquement, lorsqu’elles deviennent égales pour 
des valeurs entières quelconques de ces variables ; ou seulement 
pour toutes les valeurs entières qui surpassent une limite donnée. 

On en peut dire autant des fonctions d’une ‘seule variable. 

188. Problème. Former une fonction entière du degré m en 
x et du degré n en y, connaissant les valeurs particulières 
quelle reçoit lorsqu en prenant pour x lune des valeurs de la 
suite 

» x , , x, , . . x n 

on prend en même temps pour y l’une quelconque de n -f- 1 va- 
leurs données , qui changent d’une valeur dix à l’autre. 
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Si dans la formule trouvée (page 190), pour le cas d’une 
seule variable, on remplace u par F ( x , y ) , on trouvera 

Ff _ (x — Xy)(x—x a )...(x—x m ) F 
^ (x 0 — x,) (x 0 — x, ), . .(x„— x„) ^ ' 


( j — xj(x — x,) .. .(fc— . x M ) 
(X, X 0 ) (x, X,). . .(x, X m ) 


F (*i ,y) 


(x — x 0 ) (x — x,). 

(X m X 0 ) (Xjo — * X, ) . 


■ (x X m _i ) 

. (x m — X m — ] ) 




Et si l’on désigne par p un nombre entier quelconque au- 
dessous de m 4- 1 , et par ÿ oi y , , y a . . ,y n les 1 valeurs d ^ 

correspondantes à x f , on aura semblablement 


F fx y-» - cy~ . y?. } ü-yJ ~ jA f u v i 

* (*>»>) " (>-,,) (jo-j.) . . . (>->) ’ y°> ’ 



(.y —y°) C y —y.) • • • C|y— y»-.) 
(y «—y*) (y »— y . ) — (y«-y »_i) 


F 0»»y.)- 


Cette dernière formule fera connaître successivement les va- 
leurs de F (x„ , y) , . . . . , F(x ro ,j), en donnant à p les valeurs 
successives 0,1,2, . . , , m ; et les reportant dans l’avant der- 
nière équation , on connaîtra la fonction demandée F (x , y). 

On agirait de la même manière pour les fonctions d’un nom- 
bre quelconque de variables. 

Nous allons offrir quelques applications de ces principes. 

189, Problème. Exprimer le produit 

(i+ji) (x+J- O , . . (r - n + rb 
au moyen des produits suivons 

X (X l)...(x 71-}- 1 ), 

y (y— O-- - (y-®+0> 

et de ceux qu'on obtient en remplaçant n par les valeurs 
1 , 2, 3 , 4 , . . . , u — 2,» — 1. v - 


\ 
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Supposons d’abord que x et y soient entiers et supérieurs à 
n ; le produit proposé sera le numérateur de la fraction qui ex- 
prime le nombre de combinaisons que l’on peut faire avec 
x +_y lettres prises n'u n. Désignons par a , b , c , d , un 

nombre x de ces lettres et par * , G, y , les y autres. 

Nous pourrons considérer le nombre total des combinaisons, 
comme décomposé en groupes renfermant, le premier , les 
combinaisons où les n lettres feront prises seulement dans 
les x premières ; le second , les combinaisons où il entrera 
n — 1 lettres des x premières , et une des y restantes , — 
et enfin le -dernier groupe renfermant les combinaisons faites 
seulement avec les y lettres *, Z, y 

Ôr , on voit facilement, d’après la théorie connue des combi- 
naisons, que les divers nombres de combinaisons renfermées 
dans ces groupes sont respectivement , 

il l - y'* ( ' - 1 W 9k .» 

x (x — 0 (x— a) . . . (x — n 4- 1 ) 
î . a . 3 n 

x (x — î) (x — a) . . ■ (x — n -f- a) j 


i . a .'3 . » . n — î î 

x(x — i)...(x — n 4- 3) y (y — î) 
î ..a . y (n — a) î . a 


"*n ito 


y (.y — 0(.y— 2 ) ••• (y — »4-Q 

i . a . .. 3 ... n 


Egalant cette somme au nombre total des combinaisons des 
x 4~ y lettres n à n , et chassant le dénominateur on aura le 
développement demandé 

(*4-y) (x-f-y— i ) (x-fy— a) . . . (x-f-y— «4* 1 ) 

= x(x — î ). . .(x — n-f- 1 )4- y x(r— i ) ( x — a)., .(x — n-f-a). y 

4- r(x— i )...(x—n+3)y (_y-f 1 ) 

4-...4~y x • y (y — 0 — Cy— n + a )+y(iy— 0-(y— »+>)• 

i3 


» 
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Cette égalité ayant lieu pour toutes les valeur* entières de 
x et y supérieures à n , aura lieu quels que soient x et y. 

i " Conou.AWE. Si Ton remplace x par x et y par — y, la 
formule précédente devient 

Jt r +y)(*+ f y+ *) •-.*!* +x +“'—«) 

=xi(x4- 1) ... (x-*^ n — 1) •+- ” x£x-»f- i).~£x-4-m -*-a).y 

»(x+s)..<*+«-3){y(y+ i ) -f -+y(y+0-(y+*- 1 )- 


a* Conou-AiRE. Si l’on remplace dans la même formule , x et y 

* ' 

par ^ ^ , elle deviendra, après avoir chassé les dénominateurs , 


< * + ÿ) (x-4 -y—k) { x +y — -e/t) . . .(x-t-y — nk + k ) 
=x(x — /î)...(x — nA-f-lt)H- y x ( æ — A) • • ■ 0 e — n k + zk)y 

+ • • -yiy+k) ••• (y — «*+*), 

k pouvant être un nombre quelconque entier ou fractionnaire, 
positif ou négatif. 

3* Cohoulaibb. Si dans la même formule on égale dans les deux, 
membres les termes du degré n par rapport à x et y à la fois, 
on obtiendra le développement de la puissance n du binôme 
x+y , et on trouvera 

(x+y)"=x l, -f- nx*~'y ^ x"~'y* -f. ... -J-y. 

190. On suivrait la même marche pour développer le produit 


des n faetenrs 

». > t ' ! * ; 

✓ . 

(x+^ + (x 4-j^+s... 

— 1), ..., (x-f-y -f- ... - a + i), 

au moyen des produits 

. _ G — . - ' i' - ' 

x£x — l) • 

. . £x— n + i). 

yfy - 0 

... ()•— rt-f l), 

Z <S — 0 

..{z—Sl + l), 


et l’on en déduirait semblablement le développement de 

(i+y+j — )•• 


Digitized by Google 



( ] 95 ) 


Sur la recherche des Equations d après des relations 
connues entre leurs racines et les racines d Equations , 
données. 

Nous supposerons d’abord que les racines de l’équation cher- 
chée ne soient liées respectivement qu’avec une des racines de 
l’équation donnée , puis avec deux, trois, et enfin avec un 
nombre quelconque d’entre elles; de là résulteront les pro- 
blèmes suivans : r 

191. Problème. Trouer une équation 3 une seule inconnue, 
y, qui soit telle, que sms racines soient liées à chacune de celles 
de réquation donnée F (x) = 0, par là relation <p(x,y)~o. 

La question revient à trouver une équation qui ait pour ra- 
cines toutes les valeurs d’y que l’on obtiendrait en remplaçant 
dans ç(x, v) = 0 , l’inconnue x par les différentes racines de 
F (x) = o. Il ne s’agit donc que de trouver, d’après la théorie 
connue de l’élimination , l’cquation finale en y , résultant de 
l’élimination de x entre les deux équations 

• • V, 

F 0*0 = 0 , <p(x,y) = b. 

Les transformations les plus usuelles relatives à la résolution 
des équations , se rapportent à ce problème. 

192. Problème. Trouver une équation dont les racihes soient 
liées q n racines quelconques d'une équation donnée , par une 
relation donnée. 

Soit ï (x) = o l’équation donnée. Désignons par x, ,x t ,...,x n 
n racines quelconques de cette équation, et par 

XO . ., f (x, , x, , arj , . . . , x*,y) = ô , 

la relation qui doit exister entre ces racines et la racine cor- 
respondante y de l’équation cherchée ; il faudra que l’on ait en 
même temps 

• “ 

F(x,) = o , F(x,) =s 6 F (x„) = o. 

i3. . * 
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Ce» n équation» ayant lieu conjointement avec , x t ..y)=o 
quelles que soient les racines x , , . . . , x a , et n’exprimant qutre 
chose sinon que .r, , X», ... ,x n , sont racines de F(x) = o , il 
s’ensuit que si l’on élimine entre ces n -j- i équations , les n 
quantités, x, , x» , . . . , x m , l’équation finale en_y aura pour ra- 
cines les valeurs résultantes de toutes les combinaisons assignées 
par l’équation (1) , entre n racines de F(r) = o, et sera par 
conséquent l’équation cherchée. 

Nous allons donner quelques applications de ce principe, au 
cas où les racines de l’équation cherchée dépendraient de deux 
racines d’une équation donnée d'après une loi connue. 

ig3 . Problème. Trouver une équation^ont les racines soient 
les différences entre deuic racines quelconques d’une équation 
donnée. 

Soit l’équation donnée F(x) = o. Désignant par x, , r, ; 
deux quelconques de ses racines , et par y la racine correspon- 
dante de l’équation cherchée, on aura à éliminer x, et x, entre 
les trois équations , 

F(x,) = o, F(x, ) =0, x, — ,-x t =y. 

. • x • 

La dernière donne x, = x s -|-_y. 

Reportant cette valeur dans F (x, ) = o , il reste à éliminer 
x, entre ••••.*• •• - 

F(x.) = o et F (x, +y) = o; 

ou , ce qui est la même chose , à éliminer x entre 

F(x)=o et F(x-f-y) = o. 

i • • \ * 

Si l’on avait d’abord éliminé x, au lieu de x, , on aurait eu 
x» =x, — y j et il serait resté à éliminer x, entre les deux équa- 
tions F(x,) = o , F (x, — y ) = o,ou bien entre la proposée et 
F ( x — - y) = o. D’où il suit que pour avoir l’équation aux dif- 
férences on peut substituer à x indifféremment x±.y et élimi- 
ner x entre l’équation proposée et celle qui résulte de cette 
1 substitution. Cela montre d’abord que l’équation aux différences 




/ 
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ne change pas quand on change y en — y , et que par conséquent 
les termes de cette équation sont tous de degrés pairs , comme 

nous le Terrons encore par une autre considération. 

On voit facilement qu’en faisant passer successivement x, et 
x, par les m valeurs dtmt elles sont susceptibles , m étant le 
degré de l’équation F ( x ) = o , il en résultera m* valeurs poury ; 
l’équation finale en y sera donc du degré m % \ mais on pourra 
l’abaisser en observant d’abord qu’il y aura m valeurs nulles de 
y relatives aux différences de chaque racine avec elle-même ; 
on pourra donc y supprimer le facteur y m , ce qui réduira le 
degré à m* — m ou m(m — 1). On observera de plus que s’il y 
a la racine x, — x, , il y aura aussi la racine x. — x, , et que 
par conséquent les facteurs de l’équation en y sont de la forme 

( >’— ) ( y+ <*), ( y— C) ( y + O, - ou ( y* — , (.y*— **)••• 

Et posant y*=a,on aura une équation du degré \ m (m — 1) 
en z , qui aura pour racines les carrés des différences des ra- 
cines de la proposée. 

Nota. Il est lion d’observer comment on peut supprimer 
de suite les m solutions nulles , au commencement du calcul. 
L’équation F ( x -+*,y ) =o peut se développer comme il suit: 

F(x)+F'(x)y+F'(x)^ + ...=o I 

et en vertu de l’équation proposée on pourra supprimer le pre- 
mier terme F(x), ce qui réduira la question à chercher les 
solutions communes aux équations » 

F(x)y + F*(x) • • =o etF(x) = o. 

Or, si l’on divise la première par y , on détruit les m solu- 
tions communes à y— o et F(x) — o , qui sont précisément 
celles que l ? on voulait supprimer. On continuera alors l’opéra- 
tion comme à l’ordinaire, et l’équation finale en y ne contiendra 
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que les m (m — 1 ) différences entre chaque racine et les m - — i 
antres. 

ig4. Problème. Trouver une équation qui ait pour racines 
les sommes deux à deux des racines d'une équation du m‘ im ‘ 
degré, ( 1 ). .. F„(x) — o. 

Soient x , , x», deux racine? de l’équation ( 1 ) , et y la racine 
correspondante de l’équation cherchée ; on obtiendra celle-ci 
en éliminant x, ‘et x a entre les trois équations 

F(x,) = o, F ( x» ) = o , x, 4 -x,=^. 

.La dernière donne x, =y — : x» ; substituant cette valeur de 
x, , il faudra éliminer x» erttre les équations 

F(x,) = o et ‘F(jr — x») =0, 

ou bien éliminer x entre 

F(x)= o et F(y< — x ) = o. 

"L’équation résultante sera du degré m* , par la même raison 
que dans le cas de l’équation auxdifférenccs; mais. on pourra en- 
core l’abaisser en observant d’abord qu’elle renfermera les ra- 
cines x, - 4 * x, , x» + x» , etc. , ou ax, , 2 X a , etc. Formant donc 
une équation qui ait ses racines doubles de celles de la propo - 
sée , ce qui se fera en substituant dans celle-ci j x à x, puis di- 
visant l’équation aux sommes par l’équation qu’on obtiendra 
ainsi, on aura une équation du degré m 1 — m ou m(m — 1) 
qui n’aura plus pour racines que les sommes des racines diffé- 
rentes de la proposée. 

On remarquera encore que X, -f-x a et x„ -f-x, étant racines 
à la fois , elles seront toutes égales deux à deux; le premier 
membre sera donc un carré , et en extrayant la racine carrée, 
il restera une équation du degré | m ( m — 1 ). 

Nota. On peut supprimer dès le commencement du calcul 
les solutions doubles des racines de la proposée. En effet, il faut 
éliminer x entre les équations % ' - , . 

F(i) = o et F ( ^ — x ) = o.. k 


/ 
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Retranchant la première de ta seconde , on pourra substituer à 
celle-ci la différence F(y> — x) — F ( x ) =o, et éliminer 
entre cette dernière et F(x )=o. Or F(y> — x) — F(x)/est 
divisible par y— ax, puisque ce polynôme se réduit à zéro 
quand on y fait y — ax. Supprimant donc ce facteur , on ôtera) 
les m racines doubles de celles de l’autre équation F(x)=o. 

ig 5 . Problème. Trouver L‘ équation aux rapports des racines 
d'une équation du m lim ‘ degré , F (x) = o. 

Soient x, , x„ deux racines de l’équation F ( x ) = o , et 
l’iuconnue de l’équation cherchée ; il faudra éliminer x, et x, 
entre 

F(x,) = o, F ( x, ) = o et ~ ~y. 

Cette dernière donne Xi =_yx, -, substituant dans la pre- 
mière, il vient P équation F (yx t ) = o, et il faudra éliminer 
x» entre cette dernière équation et F(x,)=o,ou, ce qui re- 
vient au même, éliminer x entreF(x)=o et F ( xy) = o. 

On verra encore qu’en faisant passer successivement x, et xy 
par les m valeurs dont elles sont susceptibles, il en résulter» 
m* valeurs pour y , parmi lesquelles m seront égalés à l’unité 
et pourront par conséquent être supprimées en divisant le 
premier membre de l’équation finale par Çy — i) m . De plus, 

s’il y a la racine — , il. y aura aussi la racihe — * ; ce qui montre 

x * . t • r ' 

que l'équation résultante , du degré m* — m ou m (m — 1 ) , sera 
réciproque , ef que par conséquent son degré pourra s’abaisser 
àï/n(m — r)ï ' * 

Nota. On supprimera les rh solutions égales à L’unité en re- 
tranchant- membre à membre le» deuh équations F(xy) =:# «t 
F (x). = d ; l’équation résultante 

F (.xy) — F (x)=o 

sera satisfaite par y — 1 , et son premier membre pourra par 
conséquent être divisé par y» — 1;. ou ôtera ainsi les solutions 
égales à Puhité et correspondantes aux m racines de l’autre 
équat ion: F ^r) afc o» 
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i 96. Problème- Trouver l'équali''n aux produits deux à deux 
des racines de Péquâtion du m Wm ' degré , F (x) = o. 

Désignant par x s , x % , deux racines quelconques de t'(x) =o , 
on aura l’équation cherchée en y , en éliminant T, et x a , entre 
les équations 

F (x,) = o , F(x„) = o , x,x a = y. 

t m . 

Tirant de la dernière x, = , et reportant dans la première, 

il restera à • 


éliminer x a entre F^^J 
ou x entre F (1)=» 


■ o et F(F»)=o, 


et F(x) =o. 


L’équation finale sera encore du degré m* , et aura m racines 
qui seront les carrés des racines, x, , x % , x m . On pourra donc 
les supprimer, en formant une équation qui ait pour racines 
les carrés de celles de la proposée ; ce qui se fera en substi- 
tuant [/ x k x dans cette dernière ; puis on divisera le premier 
membre de l’équation finale par le premier membre de cette 
transformée. De plus, les racines restantes seront égales deux à 
deux, puisque x, X x, et x, Xx, sont deux valeurs dey ; on 
pourra donc extraire la racine carrée du premier membre , et 

le degré de l’équation demandée sera ainsi réduit à - m (m — i). 

Nota. Pour supprimer de suite les carrés des racines de 
la proposée, on retranchera encore l’une - de l’autre les deux 

équations F — o , F (x) = o ; l’équation résultante 

F F(x) —o sera satisfaite évidemment par y=x* , donc 

elle sera divisible parjy — x* ; et supprimant ce facteur, on dtera 
les m solutions égales à x*, qui correspondront à F (x) = o. 
197. Problème. Etant donnée une équation F (x) = o , dont 
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x, , x a désignent deux racines quelconques, en trouver une autre 
dont les racines soient toutes les combinaisons de la forme 
p(x,-f-* a ) -f-.qx,*, p et q étant des constantes données. 

Tout se réduira à éliminer x, et x, entre les trois équations 

F(x.) = o, F(x,) = o, p(x, + x,) + qx,x, —y. 

V '■ nr 

Tirant x, de la dernière , on aura x a = - — : L 

P + q*x 

Reportant dans la seconde , il restera à éliminer x, entre 

- FW =° et r (SS,) = °' • 


ou x entre 


F(x) = o et 


p+qx x 

F(y^pf) 

\p-f qx/ 


: O. 


Le nombre des combinaisons de la forme donnée étant m *, 
lorsque x« et x“ passent successivement par les m valeurs de x 
Jirées de F(x) =o , il s’ensuit que l’équation finale sera encore 
du degré m*. On en pourra supprimer m solutions de la forme 
apx-f-qx®, en formant une nouvelle éq.uation qui ait ses ra- 
cines de cette forme , ce qui se fera en éliminant x entre 
F (x) — o et 2 px -f- qx* — z. Quand on aura trouvé l’équa- 
tion en z, on y remplacera z par x , et on divisera par elle 
l’équation finale, qui ne sera plus que du. degré m(m — 1). 

Enfin , on la réduira au degré ^ m(m — i) , en observant que 

ses racines seront égales deux à deux , et que par conséquent 
on pourra extraire la racine carrée de son premier membre. 

Nota. Il sera encore possiMe de supprimer d’avance les m 
solutions de la forme 2 px -f- q r* ; en effet , si l’on retranche 
l’une de l’autre les deux équations entre lesquelles il faut éli- 
miner . x , on pourra leur substituer le système des deux 
suivantes : ' x 

F C^ï)“ F(x)=o - et F(c)= °- 


Digitized by Google 



I 


( 303 ) 

Or, la première est identiquement satisfaite quand on y fait 

= on y = *px + qx>; ' . 

donc son premier membre est divisible par y — a px — qx' ; et 
supprimant ee facteur , on retrancbera de l’équation finale les 
m' solutions de la forme opx -f- qx'. 

198 . Problème. Trouver là condition pour qu’une équation 

• i” + Ai"~‘+....-|-Tr+U=o, 

ait deux racines égales et de signes contraires , et déterminer ces 
racines. 

Soient x, et — x, les deux racines inconnues dont il est 
question, il faudra, lorsque m sera pair, que l’oit ait à la fois 
. les deux équations 

x, m 4 Ax,"~ ’ + Bx,** - * 4 . .+Tx,+U = o, 
a»,"— Aur, 01 -* -f-Bx,*— 4 4 - . . . — Tx, +U=a 

Les ajoutànt et les retranchant membre à membre , il faudra , 
pour qu’elles aient lieu en même temps , que l’on ait sépa-» 
rément , 

(1) ... x," -J- Br I "“*4 » • T ■+* B —o , 

(3 ). . . Ax,"“‘+ Cr l " _3 4- • . . -f-Tx t — o. 

La valeur de x, doit donc satisfaire à ces deux équations , et 
la condition de possibilité est qu’elles aient une solution com- 
mune ; on cherchera alors le commun diviseur entre leurs pre- 
miers membres , et on égalera à zéro lé reste indépendant d’x » 
cette équation sera la condition pour que la proposée ait deux 
racines égales et de signes contraires, et le commun diviseur , 
égalé à zéro, donnera la valeur de cette racine. 

On observera qu’on peut supprimer le facteur x, dans l’ équa- 
tion (a) , car x, =0, ne saurait satisfaire à l’équation (1) » 
parce qu’il faudrait que U fût nul, et l’équation proposée serait 
bien satisfaite par zt. o ; mais il n’y aurait pas pour cela deux 
racines égales et de signes contraires ; il n’y en aurait qu’une 
seule égale à zéro. Si cependant U et T étaient nuis à la fois > 
on aurait deux racines égales et de signes contraires , puis- 
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qu’elles seraient nulle» toutes les deux ; mais si l’on ne spécifie 
pas que les racines en question sont nulle», on pourra sup- 
primer le facteur x, de l’équation (a) , et exprimer qu’il 
y a une solution commune après celte suppression. On aura 
ainsi la solution générale de la question. Si ensuite on demande 
que les racines dont il s’agit soient nulles , on égalera à zéro 
la valeur que l’on tirera pour elles , et on aura par là une se- 
conde condition. 

Si les équations (1) et (a) avaient n solutions communes , la 
proposée aurait n couples de racines égales deux à deux au 
signe pris. 

On opérerait d’une manière semblable si m était impair. 

199. PROBiistr. Trouver deux racines d'une équation F(x)=o, 
connaissant leur. différence S. 

Si x, est la plus petite de ces racines, x, + & sera la plus 
grande , et l’on devra avoir < 

F(x,)=o, F(x, 4 -J\) = o. 

Il devra donc exister un commun diviseur entre F (x) et 
F (x-f -i~). S’il est du premier degré, il serax— x t , et fera con- 
naître par conséquent la plus petite racine , et par suite la plus 
grande. S’il est du second degré , il y aura deux couples de ra* 
cinés ayant entre elles la différence ï ; ce qui donnera quatre 
racines, à moins que la proposée n’ait trois racines qui suivent 
une progression dont la différence soit S'. ; c’est ce que l’on re- 
connaîtrait à ce que les deux racines du commun diviseur diffé- 
reraient entre elles de i'. On raisonnerait semblablement dans le 
cas ou ce commun diviseur serait d’un degré plus élevé. 

200. PxoM.iKE. Trouver les conditions pour qu une équation • 
^ ( J ) = o, ait n racines qui forment une progression arithmé- 
tique dont la raison soit i' , et déterminer ces racines. 

Soit F(x)=o l’équation donnée, et x, la plus petite des n 
racines ; il faudra qu’on ait en même temps les n équations 

F Çx,)=ro, F(x,-f<l)=o, F(x,-f 2 < 0 =o, ... , F[x, + (n- 1 )/]=o. 

Il devra donc y avoir un commun diviseur' au moins du pre- 
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mier degré entre F (x) et chacun des polynômes F (x -f- f) , 
> F (x-f-uJ’) , . F [x -f- (n — x)/] /d’où résulteront n — x équa- 
tions de condition. 

On parvient au même résultat par la méthode des coeOiciens 
indéterminés , en exprimant que le polynôme F (x) a n facteurs 
de la forme p 

C J s. ■ t ' 

<x — x,), (x — x, — «t), (x— x, — ad 1 ), [x— x,— (n — x)<t]. 

On agirait dé la même manière dans le cas où les racines de- 
vraient être en progression par quotient. • 

aoi . Problème. Trouver les conditions pour qu'une équa- 
tion du degré m ait n racines égales entre elles. . . 

On égalera le premier membre de l’équatioq donnée au pro- 
duit d’un facteur (x — fl)* par un polynôme indéterminé du 
degré m — n , il en résultera m équations, entre lesquelles on 
éliminera a et les m — n coefficiens tlu polynôme indéterminé) 
et il restera n—i équations de condition entre les coeiliciens 
de l’équation donnée. • - 

Si , d’après la théorie des racines égales , on exprimait que le 
premier membre de la proposée et sa dérivée ont un commun 
diviseur du degré n — 1 , il en résulterait d’abord n — 1 équa- 
tions de condition ; mais il faudrait de plus que ce commun di- 
viseur fût une puissance du degré n — 1 , d’où résulteraient n — 3 
équations de condition ; ce qui en ferait en tout an — 3. On en 
trouverait donc plus par ce moyen que par le premier , et ce- 
pendant il semble qu’on n’a introduit aucune condition étran- 
gère. Pour lever cette difficulté , observons que les n — 1 équa- 
tions qui expriment qu’iby a un commun diviseur du degré « — 1 
s’appliquent au cas général où les racines de ce diviseur sont 
inégales , et qù l’on a par conséquent n —r 1 couples de racines 
égales deux à deux dans l’équation proposée. Si maintenant on 
exprime que les n — 1 racines du commun diviseur sont égales, 
cesn — 1 couples feront an — 2 racines égales dans la propo- 
sée. Le nombre an — 3 de conditions, tenait donc à ce que l’on 
exprimait que l’équation avait an -r- 2 racines égales , et non pas 
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seulement n ; ce qui s’accorde avec le premier procédé , par les 
coefficiens indéterminés. 

aoa. Théorème. Si toutes les solutions d’une équation à 
deux variables (i)...<p(x,y)=o , satisfont aune autre équation 
(a)...F(x, y)=o, le polynôme F(x,y) sera divisible par <p(x, y), 
en supposant que ces polynômes sont entiers et rationnels. 

En. effet , concevons qu’on attribue à y une meme valeur quel- 
conque dans les deux équations; l’équation (2) devra admettre 
en même temps toutes les valeurs d’x correspondantes de l’équa- 
tion (1) ; le polynôme F(x,y ) sera donc divisible par <p{x,y ) , 
quand on l’aura multiplié, s’il est nécessaire, par une certaine 
puissance du coefficient du terme qui est du plus fort degré en 
a; dans ( x,y ) , laquelle peut être» une fonction 4 ” (y) dey 1 . Ainsi 
le produit -vj, (y) F (x , y ) est divisible par <p(x,y), quels que 
soient x,y,etle quptient de F ( x , y ) par p(x,y) deviendrait 
entier par rapport à x et y , si on le multipliait par ^(y). 

En raisonnant pour x comme pour y , nous ferions voir que le 
produit 4 /,(x)F(x,y) serait divisible par q>(x,y"), et que par 
conséquent le quotient de F ( x , y ) par $ (x, y ) deviendrait en- 
core entier si on le multipliait par \J/, (x). D’où il suit enfin 
que ce quotient de F ( x ,y ) par q> ( x,y ) est entier par rap- 
port à x et k y ; car sans cela il ne pourrait le devenir , quand on 
le multiplierait indifféremment par une fonction d’x seulement, 
ou d’y seulement. 

ao 3 . Théorème. Soit une équation ( 1 ) . . . ( x , y) = o du 
degré viens., et du degré n en y ; si V équation (2) ... F (x,y)=o 
admet toutes les solutions de p(x, y) = o correspondantes à m 
valeurs des, et à n valeurs rfy, le polynôme F (s , y) sera divi- 
sible par <p(s, y) , en supposant ces deux polynômes ration- 
nels et entiers. 

Soient en effet x, , x, , . . . , x m , les m valeurs d’x données : 
puisque pour chacune d’elles l’équation (2) admet toutes les 
solutions en y de l’équation (t), il s’ensuit que pour ces mêmes 
valeurs d’x , F ( x ,y) est divisible nar ç ( x ,y ) , quand on l’aura 
multiplié par une puissance 'J'O’O du coefficient du terme du 
plus haut degré en y dans $(x,y). Le reste de la division de 
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4- (x) X F (a: , y ) par $ (x , y ) sera donc nul pour les m valeurs 
x, , x, , . . . , x m . Mais ce reste ne peut être que du degré m — t 
puisque le diviseur est du degré m ; donc il est nul quel que 
soit x, et par conséquent la division de 'Ki)xF(i^) par 
<p{x , y~) réussit quels que soient x ■ et y. La démonstration 
s’achèvera comme dans le théorème précédent, et l’on en con- 
clura semblablement que F (x , y) est divisible par <p(x ,y). 

ao4. TnÉoniME. Si l’équation F(x,y)=o admet toutes les 
solutions de f>(x,y)x:o l quand x ou y prennent des valeurs 
quelconques entre deux limites données, le polynôme F(x ,y ) 
sera divisible par ç(x,y). 

Ce théorème est une conséquence du précédent; car quelque 
rapprochées que soient les deux limites entre lesquelles on peut 
prendre x arbitrairement, cette variable étant susceptible de 
recevoir une infinité de valeurs , en pourra prendre par consé- 
quent un nombre supérieur au degré de ç(x,y) , par rap- 
port à x-, il en serait de même pour y. 

ao5. TnéoniME. Si deux équations F(x,y)p=o et ç(x, y)=o, 
admettent au moins uiie solution commune pour une infinité de 
valeurs ' de l’une des variables , de x, par exemple ; et qu'en 
même temps ç (x ,y ) n’admette aucun facteur rationnel en x 
ou en y ; le polynôme F(x,y) sera divisible par ç>(x , y)- 
En effet , si ou élimine y entre les deux équations , par le pro- 
cédé du plus grand commun diviseur, on parviendra au reste 
final en x, qui , égalé à zéro, devra, d’après l’hypothèse , admettre 
une infinité de solutions ; il faudra donc qu’il soit nul de lui- 
même; il existera donc un commun diviseur entre F (x, y») et 
ç>(x, y). Mais on suppose que ç (x ,y) n’admet aucun autre 
facteur rationnel que lui-même; ces conditions ne pourront 
être satisfaites à. la fois que si p(x,y) est facteur dans F (x, y). 

Coboli.aibv.. Il en résulte que si deux équations à deux va- 
riables ont une infinité de solutions communes, et que leurs 
premiers membres soient indécomposables en facteurs ration- 
nels, ces équations seront identiques: 

Ainsi, P équation rationnelle d’un arc de courbe, quelque 
petit qu’il soit , est identique avec l’équation de la courbe en ■ 
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tière. C’est pour cela qu’en citer chant les équations des lieux 
géométriques, on trouve souvent des branches de courbes étran- 
gères à la question : c’est qu’alors la construction ne four- 
nissait qu’une partie du lieu de tous les points compris dans 
la même équation rationnelle , et que l’équation de cette par- 
tie est la même que celle du lieu total. 

Si , par exemple , on demandait le lieu des milieux des cordes 
menées à un cercle, par un point extérieur, on trouverait 
l’équation d’un cercle , tandis que la construction ne fournit 
que l’arc intercepté par le cercle donné. 

Des Equations binômes. 

* • • » ' * ■. 

Ces équations peuvent toujours se ramener à la forme 
y m +u — pyM -j. D> Supprimant les n s >lutions égales à zéro , il 
vient y"rpp=o. 

u 

Désignant par « la valeur arithmétique de \/ p , et faisant 
y = *x, l’équation précédente se réduit à (i). . x m qr i =0. 

Les m valeurs de y s’obtiendront en multipliant successi- 
vement a par chacune des m valeurs de r, tjrées de l’équa- 
tion (1). Ces valeurs dé x sont nommées racines de l’unité. 

L'équation (1) n'a jamais de racines égales, car il n’y a 
pas de commun diviseur entre 1 et sa dérivée mi'" 1 . 

206. Tiiio ni mi. Quand m et n sont premiers entre eux. les 
équations x" — 1 = o , x" — 1=0, n’ont pas d'autre solution 
commune que x = 1. 

En effet, si l’on .divise x m — 1 par x* — 1 , on aura pour 
dividendes partiels consécutifs, 

«"-•-r-i , x*“** — i, x— s *— 1 , etc. 

• • ■ . v : 1 ■„•••.- 

Le, dernier reste sera 4 mm x, p,éta»<t,Jc reste delà diyir 

s km de «m par n. Le plus grand* commun diviseur entre x m ~ 7 t 
et x"*r-a , sera donc le même qu’entre — * et x ? — 1 ; du 
môme ce, dernier sera identique «une «oint, de x'’ — 1 et os» 1 , 
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q étant le reste de la division de n par p. En continuant ainsi , 
on parviendra à un reste du premier degré en x, puisque les 
exposans m et n sont premiers entre eux et que les quantités p, 
q , etc. , sont les restes successifs qu’on obtient en cherchant le 
plus grand commun diviseur de m et n. Par conséquent, le com- 
mun diviseur de x m — 1 et a;” — i est x — 1 ; et par suite l’u- 
nité est la seule racine commune aux deux équations proposées. 

5207. Voyons maintenant à quoi l’on peut réduire la résolu- 
tion de réquation x m — - 1=0. 

Supposons d’abord que le nombre m soit premier; dans ce 
cas, toutes les puissances de * jusqu’à <t m auront des valeurs dif- 
férentes, à moins que l’on 11’ait a— 1. Car si deux puissances a' 
et «d étaient égales , on aurait «" = a", et de là ct n ~~’= 1 ; or au- 
cune puissance de a moindre que m ne peut être = 1 tant que a 
n’est pas — 1. En effet, puisque et m — 1 = o , si l’on avait en 
même temps — i =0, n étant < m , il faudrait que ces 
deux équations eussent une racine commune ; et en cherchant 
par les règles ordinaires, le plus grand commun diviseur des 
deux quantités <*’" — 1 et *"' — i , on trouve nécessairement 
a. — 1 pour ce diviseur , à cause que m est un nombre premier; 
de sorte que la fracine commune aux deux équations*" 1 — 1 =0 
et — 1 = 0 ne peut être que l’unité. 

Il suit de là, i°. que les puissances *, •*, a 3 , . . . , re- 
présentent toutes les racines de l’équation y m — 1 =0 , en pre- 
nant pour * une quelconque des racines de cette équation, 
autre que l’unité. Car puisque = 1 , on aura aussi a im = 1 , 
a? m =z 1 , etc.; de sorte que les puissances * , *“, a 3 , ... ,«”■ seront 
aussi des racines de la même équation ; et tomme elles sont au 
nombre de m, et ont toutes des valeurs différentes , elles don- 
neront nécessairement toutes les racines de l’équation y m — 1=0, 

Il s’ensuit aussi , 2°. que si dans la série des puissances «t , •*> 

• 3 , . . . , a m -‘, , on substitue pour • une quelconque de ces puis- 
sances ( comme «“ , n étant m ) la nouvelle série *" , *“* , 
• 5 “, etc. , en rabaissant toutes les puissances au-dessous de « m , 
à cause de a m —t , contiendra encore les mêmes puissances, 


( 209 ) 

mais dans un ordre différent ; car il^est visflde que tons les ex* 
posans n , 2 n, 3 « j etc. , sont différens ,.el que leurs restes de là 
division par m le sont aussi, parce que m est un ndiubre pre- 
mier ; de sorte que ces restes étant an-nombre de m, et tous • 
différens entre eux , ne peuvent être qtie les nombres 1,2, 

3 , 4 , 5 , . . . , m — 1 , m. 

208. Considérons maintenant le cas où m n’est pas un 
nombre premier. Alors , si n est un diviseur de m , toutes les ra- 
cines de l’équation y" — i=.o seront communes à l’équation _ 
y m — 1 =0, parce qu’en supposant le nombre r racine de l’é- 
quation y n — i=o, on aura r" = 1 , et par conséquent aussi , 

r"‘= 1 ; de sorte que r sera çussi racine de l’équation — 1=0. 

En faisant donc « = r,on aura *’"== 1 ; et si m=np , il est 
visible que dans la série des puissances « , a * , » 3 , . . . , * m , cba- / 

cune se trouvera répétée p -fois; par conséquent ces puissances 
ne pourront plus représenter toutes les racines de l’équation 
y m — 1=0 , parce, (pie cette équation n’a jamais de racines 
égales. 

Soit m=spq , p et q étant deux nombres premiers, et soit /S 
une des racines de l’équation y p — 1 = o’, et y une des racines 
de l’équation y 1 — 1. =»o, il est clair que fi- et y seront aussi 
racines de l’équation y m — i =0 , parce que ff et yi étant = 1 , 
on aura aussi fin=t, y Pi = 1 ; mais toutes les racines de l’é- 
quation y m — 1=0 ne pourront pas être représentées par les 
puissances successives des racines fi et y. 

On voit aussi que le produit fiy sera rajinc de la môme 
équation y m — 1 = 0; mais aucune puissance de cette racine f . 
dont l’exposant serait inférieur à m , ne pourra être égale à 
l’unité, à moins que fi ou y ne soit l’unité; car il faudrait que 
l’exposant de cette puissance fût un diviseur de m, et par con- 
séquent égal à p ou à 7; on aurait donc (fiy) p =: 1 -, ou (fiy)i=i 
Dans le premier cas, on aurait y p = 1 , à cause de fi p =. 1 (hyp.). 
et comme on a déjà yi — 1=0 (byp.), il en résulterait - 
y — i=o, à cause que p et q sont premiers outre eux. Dans le 
second cas , on aurait fi — 1=0. 

Ainsi , tanPque fi et y sont différens de l’unité, la racine fiy 
- i 14 
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Je l’équation y 1 = o , a , lorsque m—pq, la môme prcv 
priété que la racine « lorsque m est un nombre premier, sa- 
voir, que toutes les racines de cette équation peuvent être re- 
présentées par les puissances successives de fiy. 

Comme les valeurs de fi sont au nombre de p, et celles de y 
au nombre de q , les valeurs de fiy seront au nombre de pq , 
c’est-à-dire de m; et il est facile de prouver que ces valeurs se- . 
ront toutes différentes entre elles, parce qu’elles peuvent être 
représentées par fi r y’,en faisant successivement r = 1 , i, 3 ...,p 
et s=i ,a, 3 . ..,<7 ,à cause que les nombres pet q sont supposés 
premiers. D’où il suit que p et q étant des nombres premiers, 
et m étant égal à pq , toutes les racines de l’équation y m — î = o 
peuvent être représentées par les produits fiy des racines des 
équations y r — 1 = o , yi — 1 = o. 

On prouvera de même que si m = pqr, en supposant p,q , r 
des nombres premiers , et que fi , y , J 1 soient respectivement des 
racines quelconques des trois équations y?— i = o, y* — i=o, 
y r — i=o, le produit fiyS~ , en donnant successivement à fi, y,} 
toutes leurs valeurs , pourra représenter toutes les racines de 
l’équation y m — i=o-, et que celles de ces racines qui seront 
exprimées par fiyï en excluant l’unité des .valeurs fi , y , i , au- 
rout les mêmes propriétés que les racines de l’équationy* — î =o, 
lorsque m est un nombre premier. 

Et ainsi de suite. 

209. Mais si l’on avait m—p*,p étant un nombre premier , 
en prenant fi pour une quelconque des racines de l’équation 
yP — .1=0 , il est*clair que fi serait aussi racine de l’équation 

y* — 1 =0, et que y fi le serait aussi. On prendrait donc, dans 

r w 

ee cas , pour y une quelconque des valeurs de y' fi , et l’on aurait 
r — '* 

également fiy ou fi\/ fi pour l’expression de toutes les racines de 

y"— 1=0. Et en effet, en donnant à fi les p valeurs dont il est 
** ♦ 

susceptible, on aura p a valeurs pour fiy' fi) de plus elles seront 
différentes; car si l’on avait pour deux d’entre elles |S y'fi-=zfi , ÿfi' t 
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il s’ensuivrait, en élevant les deux membres à la puissance pi 
0 "* mt ~g'p-*-‘ t d’où g=g' , puisque g F = i et g' p = i. 

' F _ 

Les p* valeurs de g \/ g seront donc différentes quand on don- 
nera à g les p valeurs différentes tirées d ey p — 1=0. 

De même , si m =p 3 , en conservant les valeurs de g et y , on 

ferait de plus î = \/g, et l’on aura gyl pour l’expression de. 
toutes les racines de y m — i — o , en donnant successivement 
à g ,y , / toutes leurs valeurs. 

Et ainsi de suite. 

Donc en généaol , si m —pPq'r *. ... , et que g, y, l, etc., soient 

respectivement des racines quelconques des équations y p i=o, 

y *~ 1 * = 0 > f— 1=0, etc., p , q , r , etc. , étant des nombres 
premiers; si l’on fait de plus g' = \/g, g" == etc . ÿ=\/y, 

■ y — y > e tc . > ^ = V* ) = V*' > etc., on aura 

gg'g ". . . Xyÿy" ... x tW . . . 

pour l’expression générale des racines de l’équationy m i=o • 

en donnant successivement à g , g' , etc. ,y ,y' , etc. , f, «P, etc. \ 
toutes les valeurs dont ces quantités sont susceptibles chacune 
en particul ier. 

On, voit par là que pour avoir les racines d* l’équation à deux 
termes y m î =o, lorsque m n’est pas un nombre premier, i| 
suffit de résoudre des équations semblables des degrés dont les 
exposans soient les nombres premiers qui composent le nom- 
bre m. 

a î o. Enfin nous remarquerons que comme l’équation y m — i=o 
manque de tous les termes intermédiaires, si l’on nomme 1 , *, 
@>y>^) etc., ses racines, on aura 

1 ~h‘ t ~i~g-hy-t-y + etc. = o, 

1 +« a -M'H->*+;*+etc.=o, 
i + + g 3 + y 3 4 - -f- etc. = o. 

* : : • • ; 

. 1 + + g”-' + V"=‘ + ■*- etc. = O. 

i 4 .. 
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Ensuite, à 'cause de * m = 1 , / 2 m = 1 >etc. , on auré 

1 + * m 4 4 y m 4 i m 4 etc. — m, 

i 4 . 4 . / 2 «-+-' 4 - 5 ,"+' 4 . etc. = o , 

1 4 - * m " M 4* 4 > m+ ‘ 4“ etc- = ° , 

et ainsi de suite. 

* Pour résoudre l’équation x m — 1 = 0, quand m est premier, 
on supprimera d’abord le facteur x — 1 , et il restera l’équation 
réciproque 4"* • -4^4 1 =0 qui se ramènera 

comme on saif à une autre de degré moitié moindre. 

M. Gauss a fait connaître une méthode au moyen de laquelle 
on peut résoudre l’équation x m — 1 =0 à l’aide d’autant d’équa- 
tions qu’il y a de facteurs premiers dans m — 1 , et qui ne 
montent qu’aux degrés marqués par ces facteurs. Nous ren- 
voyons à ce sujet à l’excellent ouvrage de M. Gauss , intitulé . 
Recherches arithmétiques. • 

211. Problème. Déduire les coefficiens de la puissance m+i 
d’un binôme , de ceux de la puissance m. Soit * 

(x 4* a ) m = x m 4* Ax m-, a 4" Bx” - “a a 4 Cx m “* 5 a 3 ~j-etc. 

Si l’on multiplie le second memftre par i + a, ou aqra la 
puissance m 4- 1 de x 4 ° } les deux produits partiels seront 

x* + 1 4* A x m a 4* Bx m “*a* 4 - Cx nf ~‘a 3 4" • • * 

4 - x m a 4 Ar— ’a* 4 Bx m “ î a 5 + ... 

, ■ * 

D’oïl l’on voit que le coefficient d’un terme de rang quelconque 
s’obtiendra en ajoutant le coefficient du même rang dans la 
puissance m à celui qui le précède. 

Si l’on part de la première puissance, et qu’on dispose, dan» 
une même colonne verticale , les coefficiens d’une même puis- 
sance, on formera ainsi le tableau suivant , qui a reçu le nom 
de triangle arithmétique de Pascal , 
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», 1 i »; 

». 

I. 

», 

», 

», 

I, 2, 3, 

4. 

5, 

6, 

7. 

8, 

i, 3, 

6. 

10, 

»5, 

21, 

►O 

00 

». 

4, 

ÎO, 

20, 

35, 

56, 


». 

5. 

i5, 

35, 

70 , 



». 

G, 

a», 

56, 




. 

7. 

10 

oo 


», s; 

i . 

Problèmes sur le Calcul des différences. , 

212. Problème. Si Ton a une fonction ç(i) , et qu'on y rem- 
place x par x -f- h , on obtiendra une différence ç(x) — ^(x+h). 
Si ton cherche de. mèmç la différence de cette différence, en y 
faisant croître x de la même quantité h , et que ion prenne ainsi 
ni différences successives , on demande l'expression de la m t,a “ 
différence en fonction des différentes valeurs 

?(*), <P{x+h), <p(x+oh), ... , p ( x + mh). 

Soit représentée par y la fonction donnée ç (x), et par 
y, , y,, ...,y m , ce qu’elle devient quand on y remplace x par 
x-^-h, x + uh, ..., x-\-mh. On aura, en désignaut par 
ùy, à' y , û?y , . . . , A m y , les différences successives , ... 

*y- y-y.» ' 

£sy=z(y-y)—(y,—y t )=y—ay l +y, , 

*ÿ—(y—y,)—a(y, — yO + (y»— y») ~jy — 3 y. -M >— yf 

En continuant ainsi , on trouverait toujours des termes alter- 
nativement positifs et négatifs , et ayant pour coefficiens ceux de 
la puissance d’un binôme du meme degré que la^difl’érence que 
l’on considérerait. ' 

Il est d’ailleurs facile de démontrer la généralité de celle loi. 
Supposons , en effet , qu’elle ait lieu pour la différence de 
l’ordre n , on aura * * - ' ~ 
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( ai4 ) v 

... , n(n — i) n (n — i )(n — a) 

, n(n— i)(n— a) (n — 3) 

T . T /. • ^4 


i .a. 3.4 


D’où , en prenant la différence suivante, 




. a(n— i) . — n(n- 

(r-r d-nir . -r») + r Cr*-r ») - 


•00»— a) 


i . a ~ " " i 

n(n — i)(n — a) (n — 3) 

i . a , 3. 4 


3 


(ri—ri) 


C r*-r>)— ■ 


• On voit que cliaque terme de A "y se retrouvera dans A'+'y 
et fournira un terme de même ordre et de même signe que 
le suivant, et qu’ainsi les signes seront encore alternative- 
ment positifs et négatifs , et que de plus cliaque coefficient s’ob- 
tiendra en ajoutait celui du même rang dans A n y avec le pré- 
\ cèdent; d*où il suit , d’après la proposition précédente , que les . 
coefficiensde A m+I y seront ceux delà puissance d’un • 

binôme ; et que par conséquent la loi observée pour les trois 
premières différences , a lieu indéfiniment. On a donc pour 
l’ordre m • • 


‘■•y =y- "V ,+=^ >+“^r= î! v>- 


1 .2 


21 3 . Problème. Calculer la différence m iime d’un polynôme 
entier et rationnel du degré m en x. 

On commencera par observer que la différence d’un poly- 
nôme entier et rationnel , est toujours d’un degré . moindre 
d’une unité que ce polynôme , et que la différence d’une con- 
stante, c’est-à-dire d’une quantité Indépendante d’x, est nulle. 
Cela posé, il est évident que le seul terme du degré m pourra 
influer sur la différence de l’ordre m, et que, par conséquent, 
on pourra dans le cas proposé., supposer le polynôme réduit à 
son premier terme Ax'". Or, la 'différence de. Ax” sera un poly- 
nôme complet du degré m — 1 , dont il faudra prendre la diffé- 
rence de l’ordre m — 1 , et que l’on pourra, par conséquent, 
encore réduireà son premier terme A mx"T‘h. On verrait sem- 


i 
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blablement^jue dans la seconde différence , il faudra se borner 
à considérer le premier terme; et ainsi de suite , jusqu’à la dif- 
férence de l’ordre m. Ces premiers termes seront successi- 
vement : 

* Amx m ~’ , h, 

• ' Am(m — , 

A m(m — i)(m — 2 )x m—3 /i 5 , . . 

Am (m — 1 )(m — a) . .. 3 . a. 1 .h". 

' 

La différence de l’ordre m d’un polynôme de la forme 

Ax" + Bx”— -f Cx"— * . . . +Tx + U , 

est donc constante et égale à A. 1 .2.3 . . ,m.h m , et ses diffé- 
rences d’un ordre plus élevé sont nulles. 

Si l’on fait À = 1 et h == 1 , la différence m Uni se réduit à < 

1.9.3.. .m. 

. 1". Coroleairb. Si l’on dispose sur une ligne horizontale les 

différentes valeurs^, y, ,y % , . . . , y* , que reçoit une fonction d’x, 
quand on y remplace x par x, x -+• h , x -f- 2À , . . . , x-j-mh , 
et qu’on retranche tous les termes de cette ligne l’un de l’autre, 
dans le même ordre , on aura les différences premières de cba- 
• cun d’eux; si l’on retranche ensuite ces différences les unes 
des autres dans le même ordre , on obtiendra les différences se- 
condes d ey,y , , y*, Et en continuant ainsi jusqu’à l’ordre 

m, on trouvera des différences égales pour tous les termes, si 
y est une fonction entière rationnelle du degré ni. 

Si par exemple on suppose y = x 3 et h = 1 , et que l’on 
commence par x=i, on formera ainsi le tableau suivant, 
où la ligne des différences troisièmes 11e renferme que des 
termes égaux entre eux, et à 1 .2.3 , 

i; 8, 27, 64 , iaS; 216, 343 , 5i2, % ..« 

7 j >9, s 7 > 61 » 9», 127, 169,... * 

12, 18, a 4 , 3 o, 36 , 42,..» 

6, 6, 6, 6, 6,... 

, « 

2* CoRontAUE. Si dans la valeur de A m y tirée du problème 
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précédent , on remplace y par x m , et que l'on fasse ensuite 
x = m , on aura 

m"t — m (m +h) m 4- m - fo~ 0 ( m 4. 2 h)" — etc. 


1 .3 


Or, nous venons de voir qu’on avait 

A m y — 1,2.3... mh m . 
D’où suit cette identité , en faisant h =. 1 , 


i» 

I 


1.2.3. . . fn — s 


. . , , 771 Cth 1 . . 

m m — m (ni -j- i) m -j — - — (m 4*2)”’ 


m(m — 1) (m — a) 


1.2.3 


(/n 4 - 3 ) m 4 * • • 


Si l’on faisait h — — 1 ,ou aurait , quand m serait pair , 

' ( 

l. a. 3 . . . m = J 


m(;n— 1)« 2 (, ;l _ 


Et si m était. impair, on aurait 

(/7i m -- m(m i)" 4 . — ^ T 1 ) ( w — à)") 


— i.s.3. . . m: 


i)" 4- ~ - >' n (m — à)"| 

— ' zi.? - *’ 


Théorèmes sut les Nombres premiers. 


ai 4 . Théorème. 5 z le produit AB est divisible par un nombre 
P premier avec B, le facteur A sera divisible par P, 

En effet, le plus grand commun diviseur de B et P, étant 
par hypothèse l’unité , on déduit de la théorie élémentaire du 
plus grand commun diviseur, que celui de AB et AP sera A, 
et que P divisant AB et AP, divisera leur plus grand commun 
diviseur A. 

Corollaire. Les principales conséquences de Ce théorème 
fondamental sont exposées dans tous les traités élémentaires. On 


( a, 7 ) : 

on déduit, par exemple, U manière de décomposer un nombre en 
ses facteursprem iers , d’où l’on peut conclure un moyen dd déter- 
miner tons les diviseurs d’un nombre. Soit en effet a m C* y f etc. 
le nombre proposé (« , C , y . . . . , étant des nombres premiers) , 
-tout diviseur de ce nombre sera de la forme aPCy * . , . , les ex- 
posons f*, », ne peuvent surpasser m , n,p, ...; d’où il 

suit que tous les diviseurs du nombre proposé, seront les diffe- 
rens termes du produit des facteurs 


(,+« + «■+... (, + c+C'+ 

(i+? + y+ .:.+>>)»•■•• 

Le nombre de ces diviseurs est (m -fc- i ) («H* 1 ) ( P 4 * i )• • • • 
La somme de ces diviseurs peut se mettre sous la forme 




On en déduit le moyen de trouver un nombre qui ait un 
nombre donné p de diviseurs. On décomposera p en facteurs 
quéleonques ; on diminuera chacun d’eux d’une unité, et l’on 
prendra ces nombres pour exposans de facteurs premiers arbi- 
traires ; il en résultera un nombre qui admettra p diviseurs. 

Il suit encore de là que tout carré admet un nombre impair 
de diviseurs; car tous les exposans de ses facteifrs premiers 
étant pairs, le produit (/n-f- i) (rz - f- 1 ) (p- f- 1 ) .... est impair. 

Si l’on demandait de combien de manières le nombre 
N peut se décomposer en deux facteurs, on trouverait 

~ (m-J-x) (ti-f-t) (/>+ 0— , p a,- ce qUc à chaque facteur A corres- 


N 

pond l’inverse — , et que par conséquent le nombre des produits 

A 


de deux facteurs differens , est la moitié de celui des diviseurs. 
11 faut en excepter le cas où le nombre N serait un carré; alors 
le nombre des diviseurs est impair , parce que la racine carrée 
se correspond à elle-même pour donner le produit JN; d’où il 
suit que dans ce cas il /aut prendre la moitié du nombre des 
diviseurs diminué de l’unité, at ajouter i au résultat; c’est-à- 


v 
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dire que le nombre des manières de décomposer un carré en 
deux facteurs , est - | {ni + *)(“+ O (p+.O ••• + »)• 

La formule précédente ^ (m-f- 1) (n-f- i) (p-f- 1) .... pour- 
rait encore être employée en prenant l’unité au lieu de la frac- 
| • 

tion -que donnerait la division de(m-f-i)(n-J-i) (p-f-i) —par a. 

Si l’on Toulait que les deux -facteurs dans lesquels on décom- 
pose IJ, fussent premiers entre eux, le nombre des combinai- 
sons ne dépendrait plus des exposans m , et serait le 

même que si l’on avait N — a£y ... ; d’où il suit qu’en appelant 
k le nombre des facteurs premiers et, C, y on aurait 

pour le nombre des diviseurs - (l -f- 1) (1 -f- i)(i ■+• 1) ou 
• a 

-X 2 1 , ou enfin a* - '. 

a 

ai 5 . Problème. Trouver combien il y a de nombres pre~ 
miers avec un nombre donné N et inférieurs à N. 

i°. Supposons d’abord N = et.M , a. étant un nombre premier 
et M un facteur quelconque qui peut être divisible par une puis- 
sance quelconque de A. Les termes de la suite i , 2 , 3 , . . . , N 
qui sont divisibles par ce, sont a . , 2ü , 3 st, . . . , Met ; en appe- 
lant donc x le nombre des termes de la première suite, qui ne 
sont paè divisibles par ce, on aura * 

x = Ma — M = M («e — i)= N ^ 

a°. Soit maintenant N r= <*£M , a et ff étant deux facteurs pre- 
miers difl’érens , et M un nombre quelconque ; on pourra distin- 
guer dans la suite , 1 , u , 3 , ... ,N, trois sortes de termes ; les x 
termes premiers avec <e et 6 ; ceux qui sont divisibles par a. sans 
l’être par C, «ou par C sans l’être par et ; et enfin ceux qui lo 

» * N 

sont par a£. Les termes divisibles par a sont au nombre de - 

* 

ou MC; mais si Pon en ôte ceux divisibles par C, leur nombre 
se réduira d’après le cas précédent à M (C — î). 
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De même les termes divisibles par C , sans l’être par « , sont 
au nombre de M(<* — 1 ); et les termes divisibles par ctC sont 

en nombre iVI. On aura donc 
• . 

+ i) + M, 

-f M (a— 

Or , le premier membre aCM peut être mis sous la forme 
[•t+(«-0][»+(C-«)]M, 

et développant , d’après la loi connue du produit de binômes 
ayant même premier terme, on aura 


Mf î + Ça — 1) -f- (*— 1) (C — 1 ) 


I +(£-1) 


}• 


Comparant avec le second membre de l’équation précédente , 
on trouvera 

3°. Soit N = aCyM. 

On pourra distinguer dans la suite i, 2,3,...,N, quatre 
sortes de termes; les x termes premiers avec a., Ç , y } les ter- 
mes divisibles par un de ces facteurs seulement; ceux qui le 
sont par deux seulement; enfin ceux qui le sont par trois. Les 

termes divisibles par a sont au nombre de — , ou de M Gy ; mais 

. et 

si l’on ne considère parmi eux que ceux qui sont premiers avec 
C et y , il n’en restera îjue M(£ — 1 ) {y — 1 ) , d’après ce qu’on 
a vu dans le cas précédent. 

. 

Les termes divisibles par c£ sont au nombre de — ^ou de M y\ 

mais en ne considérant que ceux qui sont premiers avec y , 
leur nombre se réduit à M(y- — 1 ). 

■ n 

Enfin, les termes divisibles par t£y sont au nombre de ~q- \ 
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ou de M. On aura donc , . 

aCyM = x + M(C — i )(y — - 1 ) -f M, 
+ M(et— 1 ) (S— i) -fM(£ — i), 

— i) ( y — i) + — 1). 

"Considérant encore xCyM comme le produit 


[1 + (•-»)] X[1+(C-.)] X [..+ (> — !)] M, 

et le comparant au second membre de l’équation précédente , 
on en ooriclura • 

x = M(* — i)(S — i)(> — t)=N(i — “ 0( l — ^)- 

• ( 

On déduirait semblablement le cas de quatre facteurs pre- 
miers de celui de trois; et ainsi de suite. De sorte que les 
nombres premiers avec un Bombre de la forme N —a. m C n y p â' 1 ... 
et plus petits que N , sont en nombre marqué par 

- i)(— 0(*- j)(— 0 ; • ' 

216. Problème. Trouver combien de fois un nombre pre- 
mier 8 est facteur dans la suite 1,2, 3 , ... N ; ou en d'autres 
termes , quelle est la plus forte puissance de 6 qui divise le pro- 
duit 1 . 2 . 3 ... K. 


Soit x le nombre de fois que 6 est facteur dans 1 . 2 . 3 ... N, 


dans t* 
b 


et désignons par E ^ ^ le plus grand entier compris 
II est évident que *Cr) est le nombr^des termes de la suite 
1 , 2 , 3 , .... , N, qui sont divisibles par 8 ; que E ^ ^ ^ est le 


nombre des termes ele la même suite , qui sont divisibles par 8’ ; 
et ainsi de suite. Or, il est évident que le nombre total des 
facteurs 8 contenus dans le produit 1 . 2 . 3 . . . N , est égal au 
nombre des termes qui contiennent une seule fois le facteur 6 r 
plus le nombre de ceux qui le contiennent deux fois \ plus le- 
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nombre de ceux qui le contiennent trois fois; et ainsi de suite, 

N 

jusqu’à ce que ^ se trouve moindre que l’unité. On aura donc 

x=E (r) +E (F) +E (l) + etc - 

Si par exemple on cherche combien de fois 7 se trouve fac- 
teur dans le produit des nombres naturels 1, 2, 3 , etc., jusqu'à 
1 0000 , on aura les opérât ions suivantes , 


E ( 

' ioooo> 
‘ 7 y 

% 

)= i 4 a 8 , 

• 

E ( 

' 10000 \ 



* 7 * > 

\ 7 > 

1 — 204 1 . 

e( 

' 10000 > 

| = E ( 2 ° 4 \ 

«L 

= 29, 

\ 

» 7 3 > 

' \ 7 ) 

E ( 

' 10000 > 

>-«(?) 

< 5 * 

II 

» 7 * > 

E ( 

' 10000 > 
>.• 7 5 > 

>-«(?) 

— 0. 


La somme de tous ces nombres étant i 665 , laplus forte puîs- 
sance de 7, qui divise le produit.-! .3.3... 10000 est y ,6as . 

Si l’on avait N = S™ , les nombres E , E se- 
raient 6 m— * , 6"-*, ..., 1 , dont la somme est 7 i ou 

a — ! Ô — 1 

217. On n'a pas encore trouvé de formule qui donne tous 
les nombres premiers et qui n’en donne pas d'autres. On peut 
démontrer que si cette formule existe , elle ne saurait être uno 
fonction entière et rationnelle dune variable x. Car, soit par 
exemple la formule Ax m -f- Bj.-"* - * 4 Car" -2 -j- ... 4 Tar 4 U ; 
et soit a une valeur d’or qui donne pour le polynôme le nombre 
premier p ; faisons x = <*-f • py , y étant un nombre entier 
quelconque; leterme indépendant d]y, après la substitution, sera 

À* m 4 Bct" - * 4 ... 4 Ta 4 U, 


' ( 232 ) 

ce qui est égal à p, et tous les autres termes renfermeront le 
facteur p ; on aurait donc un nombre différent de p et divi- 
sible par p , et qui ne serait pas par conséquent un nombre pre- 
mier. La formule \x m U ne peut donc renfermer uni- 

quement des nombres premiers. 

2l8 ‘ La su ite des nombres premiers est indéfinie. Car soit p 
un nombre premier quelconque, le produit des nombres pre- 
miers, depuis 1 jusqu’à p , augmenté de l’unité, ne peut être 
divisé par aucun des nombres premiers , depuis 1 jusqu’à p; 
donc , ou il est premier , qu il admet des diviseurs premiers 
au-dessus de p. Doue enfin , quelque grand que soit un nombre 
premier , on en peut encore trouver un au-dessus ; ce qui dé- 
montre la propriété énoncée. 

2 1 9. Theouèmf.. Soit p un nombre premier , et N un nombre 

entier quelconque , non divisible par p ; le nombre N'’ -1 1 

sera divisible par p. 

En effet, soit x uu nombre entier quelconque, on aura 


(i+x) , ’ = *+P*+ — — -x»-H... 

1 .2 

. . P{P— 1 )(/>—■ p-H) 
1.3 .3 ... n 


. . -f-xL, 


Or, je dis que tous les termes du second membre, excepté 
le premier et le dernier, ont "leurs coefficiens divisibles par p. 
Car soit le coefficient général 

P(P~ 0(P — 2 )...(p — n+i\ 

' i.a.3... n * .. 

Il est nécessairement entier ; et comme p est premier, et que 
fona n <Cp> il s’ensuit que le facteur p du numérateur, ne 
peut détruire aucun des facteurs du dénominateur ; ceux-ci sont 

donc détruits par les facteurs (p — 1) , (p — a), . . . , (p n+i) ; 

et par conséquent p restera facteur du quotient. Donc....... 

(i+x)' — 1 — X* est divisible par p , quel que soit l’entier x. 

Posons maintenant i-f-x=N, on aura alors N? — (N i)p 1 

qui devra être divisible par p; donc N p ne diffère de (N — i)*-f 1 
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que par«n multiple de p ; et en sous-entendant ce multiple; 
on aura , 

. W = (N— 0 p +l» 

ou en retranchant N de part et d’autre , 

N? — N = (N — iy — (N — 1). ' 

■Changeant N en N — 1 , on aura semblablement 

(N — î)* — (N — i)= (N — 2) p — (N — 2), 
et de même 

(N — B y — (N — 2 ) = (N 3y - (N — 3) . 

En continuant ainsi on arrivera à (N — N)* — {N — N) ou zéro. 
Donc N*" — N est nul , en faisant abstraction, de tous les mul- 
tiples de p qu’il renferme. Donc enfin N p N ouK (N? — 1 — 1) 
est divisible par p. • 

D’où il suit que toutes les fois que N ne sera pas divisible 
par p , le nombre N p— ! — 1 le sera. Ce qu’il fallait démontrer. 

220. Théorème. Si n est un nombre premier , le produit 
1, 2,3 ,..., n— 1 , augmenté de t unité , sera di visible par,i 1 ; 
et réciproquement , tout nombre qui satisfera à cette condition , 
sera premier. 

En cflët,nous avons vu (page 216) que l’on avait, quel quel 
fut le nombre pair m , 


1.2.3. . . m 


=? 


m , \™ . m(m — 1) . . 'k 

rn m — m(m — i) m -j (m — 2) 


m(m — 1) ( m — 2) 


1.2.3 


(m — 3)"* -f- . 


Si Fon fait m= n — 1', et qu’on néglige les multiples den; 
on aura par le théorème précédent 

m"=l, (m— i) m =t, ( m • — a)*=i,... 

Donc le produit 1 .a . 3 . . . m, en y négligeant les multiples de 
n , se réduit ù 


1 — m-jr 


m (m — 1) m (m — 1) (m — 2) 


1 . 2 


1.2.3 


+ etc., 
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If. nombre (le ces termes étant m ; niais celle somme est le 
développement de (i — i) m , moins son dernier terme qui est 
-|- 1 , parce que ni étant égal àn — 1 , est pair. Donc j le pro- 
duit 1 .3.3 . . . m, ou 1 . a . 3 . . . (n — i), est égal à un mul- 
tiple de n, moins l’unité, et par conséquent î .a. 3. . .[n — b)-f-i 
est divisible par n. 

Réciproquement , il n’y a que les nombres premiers qui sa- 
tisfassent à cette condition. En effet , si n est composé de deux 
facteurs inégnux , ils seront compris tous les deux dans la suite 

1.3.3. . .. ,(n — î), et par conséquent le produit i.a.3...(n — i) , 
serait divisible par n. De même , si n était le produit de deux 
* 1 

facteurs égaux à a , on aurait a <[ - (n — i), et par conséquent 

la suite 1,3,5,...; (n — i) , renfermerait a et 2 a, et le produit 
serait encore divisible par a 2 ou par n. Donc enfin la quantité 

1 . 2 . 3 .. . (n — î) + • n’est divisible par n que quand n est 

■ . 

premier. 

Il résulte de là que pour s’assurer si un nombre est premier, 
il suffirait de voir si le produit des nombres naturels jusqu’à 
ce nombre exclusivement , donne — î de reste , quand on le 
divisé par ce même nombre. Mais ce produit devient tellement 
considérable quand n a une valeur un peu élevée, que ce 
moyen de vérification est réellement impraticable , et bien 
moins prompt que l’essai par la division. On peut cependant 
l’abréger , en substituant à la deruière moitié des facteurs 
l, a , 3 , ». , (n — 2 ) , (n — i ), leurs seconds termes — 1 , — 2 , ... ; 
ce qui ne fait que retrancher du produit un multiple de n : alors 
les facteurs à égale distance des extrêmes, sont égaux et de 

signes contraires; de sorte que si ^ (n — î) est pair, on pourra 


. n — î 


faire abstraction des signes — et il faudra que 

{ 1 * 1 * < 

1 .2.3 .... - (n — r) | + I soit divisible par n ; et si 

est impair, il faudra que ^ 

— ji.2.3. . . i («— i)| + * ou { 1.2,3. . .^(n— l)J —1, 
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soit divisible par n ; ce qui exige que l’un des deux facteurs 
l(n— i.) + i} ou [x.a. 3 . .. l(n- 1)— 1 J, 

soit divisible paru. Ainsi , en divisant 1 .a . 3. .. i (n — 1) pai' 

n, quand - (n — 1) est impair, il faudra pour que n soit pre- 
mier que l’on trouve -J- 1 ou — 1 pour reste. 


Rechercha des valeurs singulières que prennent dans 
certains cas les jonctions d'une seule variable. 

On ne connaît pas de règles générales au moyen desquelles 
on puisse, dans tous les cas, déterminer les valeurs des fonc- 
tions qui se présentent sous une forme illusoire \juand on 
donne à la variable dont elles dépendent , certaines valeurs par- 
ticulières. Nous nous bornerons à faire connaître deux théo- 
rèmes au moyen desquels on peut , dans un grand nombre de 
cas, déterminer les valeurs singulières que prennent les fonc- 
tions de la forme 

. [/CO ] * » 

lorsqu’on y suppose x = 00. 

aai. 1 “Théorème. Si, pour des valeurs croissantes de x, la 
différence 

. f(.r+ .)-/(*) 

converge vers une certaine limite k, la fraction 

fi f) 

x 

convergera en même temps vers la même limite. 

Supposons d’abord que la quantité k ait une valeur finie’, et 
désignons par t un nombre aussi petit que l’on voudra. Puis- 
que des valeurs croissantes de x font converger la différence 

/(■* + 1 )— ■/(*) 

i5 


/co 
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vers la limite A-, on pourra donner au nombre h une valeur 
assez grande pour que , x étant égal ou supérieur à h , la diffé- 
rence dont il s’agit soit constamment comprise entre les limites 

k — e , k + e. 

Cela posé, si l’on désigne par n un nombre entier quelconque, 
chacune des quantités 

f(h + a)— /(AtH 1 ), 

etc. ... , 

f(h + n) — / ( b . + » — 0 > 

et par suite leur moyenne arithmétique, savoir, 

f(h + h n) — f{h) 

9 “ 9 

11 

... I 

se trouvera comprise entre les limites h — t, k -f-i. On aura 
donc 

.f(h+n) t + „ 

n 

* étant une quantité comprise entre les limites — 

Soit maintenant 

h -+• n = x. 


L’équation précédente deviendra 


v ' x — h 


et l’on en conclura 


/(x)=/( A) + ( x — h ) (A-fa), 

(»+.> 

De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de x , il 
suffira de faire croître indéfiniment le nombre entier n, sans 
changer la valeur de h. Supposons, en conséquence , que dans 
l’équation ( 2 ) l’on considère h comme une quantité constante. 
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et x comme une quantité variable qui converge vers la limite X. 
.Les quantités. 

' f(h) h 


renfermées dans le second membre , convergeront versl a limite 
séro , et le second membre lui-même vers une limite de la 
forme 

k + », 

a étant toujours eompris entre — t et -f- 1. Par suite, le rap- 
port 

/(*) 

x 


aura pour limite une quantité comprise entre k — i et £ + «. 
Cette conclusion devant subsister , quelle que soit la petitesse 
du nombre t , il en résulte que la limite en question sera pré- 
cisément la quantité k. En d’autres termes, on aura 

(3) . . . = /t = lim.[f (x-f - 1 ) — /"(x) j. 1 

x i 

Supposons , en second lieu , h — ce. En désignant alors par 
Il un nombre aussi grand que l’on voudra, on pourra toujours 
attribuer au nombre h une valeur assez considérable, pour 
que, x étant égal ou supérieur à h , la différence 


/(x-f t)— /(x), 


qui converge vers la limite x, devienne constamment supérieure 
à //; et, en raisonnant comme ci-dessuç, on établira la for- 
mule 


f(h + n)-f(h) 


« . 


> H. 

t 


Si maintenant on pose h -f- n — x , on trouvera , au lieu de l’é- 
quation (2) , la formule suivante 


f(*) , 

x x 



i5. . 
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de laquelle ou conclura, en faisant converger x vers la li- 
mite oo , , 

X 

La limite du rapport 

m 

X 


sera donc supérieure au nombre H, quelque grand qu’il soit. 
Cette limite supérieure à tout nombre assignable ne peut être 
que l’infini positif. 

Supposons enfin k = — oo. Pour ramener ce dernier cas au 
précédent, il suflira d’observer que, la diilérence 

' .. /(* + i)~/(r) 


ayant pour limite — oo , la suivante 

[—/•(*+ O 3 — [—/(*)] 

• • ♦ • — .•/V 

aura pour limite -f oo. On en conclura que la limite de — - — ; 

est égale à -f oo , et par suite que celle de — — / est égale à — oo.; 

Corollaire. Pour donner une application du théorème pré- 
cédent , supposons 

A*) — L(x), 


L étant la caractéristique des logarithmes dans un système dont 
la base surpasse l’unité. On trouvera 

'■ t 

/(x-f i)-f(x)=L(x-f 0-^LCx)=x(. -fl); 
et par suite 

k=zh (i-f^)==L(i) = o. 

' t : f . . ' 

On peut donc affirmer que, x venant à croître indéfin huent, 
le rapport 

L(x) 

x 
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convergera vers la limite zéro-, et il en résulte <fue , dans nn 
système dont la base est supérieure à f unité , les logarithmes 
des nombres croissent beaucoup moins rapidement que les 
nombres eux-mêmes. 

Corollaire. Supposons , en second lieu , 

/(*) = A\ 

A désignant un nombre supérieur à l’unité. On trouvera 
/(x+O— f(x) = A*+*— A* = A*(À-i), 
et par suite 

/f = (A — i)A® =oo. 

On peut donc affirmer que, x venant à croître indéiiniment , le 
rapport 

‘ ‘SI 

x • 

converge vers la limite oo ; et il en résulte que t exponentielle 
A 1 ? lorsque le nombre A surpasse l'unité , Jinit par croître 
beaucoup plus rapidement que la variable x. 

Corollaire. On doit observer, au reste, qu’il n’y a lieu à 
chercher par le i Cr théorème la valeur du rapport 

/(O 

x 

correspondante à x rs oo , que dans le cas où la fonction y (x) 
devient infinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie 

f (*) 

pour x= oo , le rapport- aurait évidemment zéro pour 

JC 

limite. 

Je passe au théorème qui sert à déterminer dans plusieurs 
cas la valeur de 

c/(x) y 

pour x = oc. Voici en quoi il consiste : 

33Q. a e ïnÉouÈME. Si , la fonction f (|x) étant positive 
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pour de très grandes valeurs de x , le rapport 

/(* + ') e ' 

/(*) 

converge, tandis que x croit indéfiniment, vers la limite k, 
l’expression 

ywf 

convergera en même temps vers la même limite. 

Supposons d’abord (pie la quantité k , nécessairement positive , 
ait une valeur finie, et désignons par t un nombre aussi petit 
que l’on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font con- 
verger le rapport 

/( * + i ) 

/ÜT 


vers la limite lt, on pourra donner au nombre h une valeur as- 
sez grande pour que, x étant égal ou supérieur à h , le rapport 
dont il s’agit soit constamment compris entre les limites 

h — i , k -f- <■ 

Cela posé , si l’on désigne par n un nombre entier quelconque , 
chacune des quantités 

f(h + i) /(/«- 4-a) f(h + n) 

f{h) ’ 

et par suite leur moyenne géométrique, savoir, 

rüï+nïf 
L t\h) j 


se trouvera comprise entre les limites k — e, &+ t ; on aura 
donc 


L 



/ 
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a étnnt une quantité comprise entre les limites — t , t. 
Soit maintenant 

h n =\r. 

L’équation précédente deviendra 



cl l’on en conclura 

1 1 1 — - 

(5)...[/w3 ï =[/'c/')r(i+«)' ** 

De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de x, il suf- 
fira de faire croître indéfiniment le nombre entier n , sans chan- 
ger la valeur de h. Supposons, en conséquence , que dans 
l’équation (5) l’on considère h comme une quantité constante , 
et x comme une quantité variable qui converge vers lalimitc oo. 
Les quantités 

x 

renfermées dans le second niemîire, convergeront vers la li- 
mite t , et le second membre convergera lui-même vers uno 
limite de la forme 

k+a, t 

* 

« étant toujours compris entre — « et + t. Par suite , l’expres- 
sion 

[/(*)]* 

aura pour limite une quantité comprise entre h — « et li -f- 1 . 
Cette conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse 
du nombre «, il en résulte que la limite en question sera préci- 
sément la quantité k. En d’autres termes, on aura 
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(G). . Jim. Ifix) y = A = lim&±Ù- 

Supposons , on second lieu , la quantité /r infinie , c’est-à-dire', 
puisque cette quantité etft positive , h = oo. En désignant alors 
par 11 un nombre aussi grand que l’on voudra , on pourra tou- 
jours attribuer au nombre h une valeur assez considérable pour 
que , a' étant égal ou supérieur à h , le rapport 

/(■*+0 

/(-O 

qui converge vers la limite oo, devienne constamment supérieur 
à H ; et , en raisonnant comme ci-dessus, on établira la formule 

Si maintenant on pose h -}- n = x , on trouvera, au lieu de l’é- 
quation (5) , la formule suivante 

i ii 

[/(*)]*>{/(* >3* H* * 

de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la li- 
mite oo , 

La limite du rapport 

, CA*) 3* 

sera donc supérieure au nombre H , quelque grand qu’il soit. 
Cette litnite , supérieure à tout nombre assignable j ne peut être 
que l’infini positif. 

Nota. On pourrait facilement démontrer l’équation (6) , en 
cherchant par le théorème i* r la limite vers laquelle converge 
le logarithme ’ 

i » 

/ ■ x 

et en repassant ensuite des logarithmes aux nombres. 
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Corollaire. Pour douner une application du 2* théorème, 
supposons f[ x)=x; 


on aura 


/ (x- 4 - 1) __ .r + t _ , 1 ' 

/(x) — x “ * 


et par suite, en passantaux limites, k — 1. 

Par conséquent, si l’on fait croître indéfiniment lp variable x, 

t 

la fonction x* convergera vers la limite 1. ' 

Corollaire. Soit, en second lieu , 

f (x) — ax" -f- bx"~‘ + cx a ~' * + etc. . . . = P, 

de sorte que P désigne un polynôme en x du degré n. On trou- 
vera 

flr+Q fl ( l + ^) + ^( 1 + ~r) + £( 1+ £) +VtC - 

/O) 


, c | 

a + ~ + + etc ‘ 


et, en passant aux limites , 




Si donc P représente un polynôme entier quelconque, P x aura 
pour limite 1. 

Corollaire. Soit enfin f(x) — L (x). 

On trouvera 

/(x+i)__L(x+i)_ L(x)+L ( I+ ;)_ . Ii ( , + x) 

/(x) L(x) L(x) 1+ L (x) 

et, en passant aux limites, k= x. 

1 

Par suite, CL(x) 3 * a encore pour limite l’unité. 
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Questions sur le calcul des Probabilités. 

223 . On appelle probabilité d’un événement, le rapport du 

nombre des cas où cet événement aura lieu au nombre total des 
« 

cas, supposés tous également possibles. Lorsque tous les cas sont 
favorables à ^événement, la probabilité devient égale à l’unité 
et prend le nom de certitude. 

La théorie des probabilités a donc le même degré d’exactitude 
que toutes les autres théories mathématiques; on ne cherche qu’à 
reconnaître les cas également possibles, et à distinguer parmi 
eux ceux qui sont favorables à l’événement. Mais il faut bien se 
garder de croire que l’application de cette théorie soit sus- 
ceptible dumeme degré de précision ; les événemens n’ont pas 
toujours lieu suivant leur degré présumé de probabilité, parce 
qu’un grand nombre de causes, qui sont incalculables , ont 
plus ou moins d’influence sur ces événemens. 

Nous nous bornerons ici à considérer les probabilités sous 
leur point de vue purement mathématique , et nous n’y verrons 
jamais que le rapport du nombre des cas favorables, au nombre 
des cas également possibles, et non pas l’indication certaine de 
la manière dont les choses se passeront réellement. 

224. I er Principe. La probabilité d’un événement qui dépend 
d'un autre, est le produit de la probabilité de ce second événe- 
ment par la probabilité qvecelui-ci ayant lieu l’autre aura lieu. 

En effet, soit p le nombre des cas favorables à l’événement 
qui d®it avoir lieu le premier, et q le nombre total des cas qui y 

sont relatifs, sa probabilité sera Soit q’ le nombre des cas re- 

v latifs au second événement et correspondans à chacun des cas 
du premier , et p ' le nombre des cas favorables au second quand 

' ' f 

le premier a eu lieuj^rsera la probabilité 'que le premier évé 

nement ayant eu lieu, le second aura lieu. Or lp nombre total 
des cas possibles relativement aux deux événemens est qq\ 


( û35 ) 

puisqu’à chacun des q événemens de la première espèce , il eh 
correspond q' de la seconde , et de même pp' est le nombre des 
cas favorables au second événement; la probabilité de ce dernier 

. pp p p' ... 

sera donc —, ou - X comme nous 1 av ions annonce. 

99 9 9 

De là suit immédiatement le principe suivant : 

I I e Principe. La probabilité d'un événement futur , tirée d'un 
événement dont il dépend , est le quotient de la probabilité de 
l'événement composé de ces deux événemens , et déterminée à 
priori, par la probabilité de l'autre événement , déterminée pa- 
reillement à priori. 

r 

Corollaire. Il suit encore du premier principe que , si ? est 

P* 

la probabilité d'un événement , sera la probabilité pour que 

cet événement, ait lieu m fois de suite, en supposant que les 
événemens passés n'influent pas sur les futurs , car si A désigne 
la probabilité pour que l’événement ait lieu un certain nombro 
de fois de suite, on aura la probabilité pour qu’il ait lieu une 

fois de plus , en multipliant À par la probabilité constante ^ ; 

d’où il suit que les probabilités pour que l’événement ait lieu 

deux fois, ou trois fois , . . . , ou m fois de suite , seront respec- 

. n 1 p 3 p m 

livemcnt 

q 4 q 3 q m 

III* Principe. Si un événement observé peut résulter de 
n causes différentes ; leurs probabilités sont respectivement 
comme les probabilités de [événement , tirées de leur exi- 
stence ; et la probabilité de chacune d'elles est une fraction dont 
le numérateur est la probabilité de l’événement , dans l’hypo- 
thèse de l’existence de la cause , et dont le dénominateur est la 
somme des probabilités semblables , relatives ^ toutes les causes . 

Considérons en effet, comme événement composé, l’événe- 
ment observé résultant d’une de ces causes. 

La probabilité de cet événement composé, probabilité que 
nous désignerons par E, sera égale au produit de la probabilité 
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de l’cvéneraent observé, déterminée à priori, et que nous nom- 
merons F, par la probabilité, que cet événement ayant lieu , la 
cause dont il s’agit existe, probabilité qui est celle de la cause, 
tirée de l’événement observé, et que nous nommerons P; on 
aura donc 



La probabilité de l’événement composé , est le produit de la 
probabilité de la cause , par la probabilité que cette cause ayant 
lieu , l’événement arrivera , probabilité que nous désignerons 
par II ; toutes les n causes étant à priori également possibles, 

la probabilité de chacune d’elles est ^ ; on a donc 



U 


La probabilité de l’événement observé, est la somme de tous les 
E relatifs à chaque cause ; en désignant donc par S.— la somme 


de toutes les valeurs de — , on aura 



l’équation P == — deviendra donc 


P — 


H 

S. H’ 


ee qui est le principe énoncé ci-dessus. 

Pour appliqueras principes prccédens à un exemple, sup- 
posons qu’une urne renferme trois boules dont chacune 11e 
puisse être que blanche ou noire; qu’apres avoir tiré une boule , 
on la remette dans l’urne pour procéder à un nouveau tirage. 
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etqu’après m tirages, on n’ait amené que des }x>ules blanches. 
Il est visible que l’on ne peut faire à priori, que quatre hypo- 
thèses; car les boules peuvent être, ou toutes blanches, ou deux 
blanches et une noire, ou deux, noires et une blanche, ou enfin 
toutes noires. Si l’on considère ces hypothèses comme autant 
de causes de l’événement observé , les probabilités de l’ événe- 
ment, relatives à ces causes, seront 



. . . ’ • • - t 

Les probabilités respectives de ces hypothèses, tirées de l’évé- 
nement observé , seront doue , par le troisième principe , 

3" a m . » 

3 m 4 . a-" 1 ’ 3 n ‘-j-a"'-4 - 1 ’ 3 m + 2 "‘ + 1 ’ °‘ 

On voit, au reste, qu’il est inutile d’avoir égard aux hypothèses 
qui excluent l’événement , parce que la probabilité résultante 
de ces hypothèses étant nulle, leur omission ne change point 
les expressions des autres probabilités. 

Si l’on veut avoir la probabilité de n’amener que des boules 
noires dans les m! tirages suivans, on déterminera à priori les 
probabilités d’amener d’abord m boules blanches, ensuite ni' 
boules noires. Ces probabilités sont , relativement aux hypo- 
thèses précédentes, 

2 m Z m ' • 

et comme à priori, les quatre hypothèses sont également pos- 
sibles, la probabilité de l’événement composé sera le quart de 
la somme des quatre probabilités précédentes , ou 

t 1 /,'l n + 2 I ”'\ 

4 \ 3" l +*‘' / 

Les probabilités de l’événement observé, déterminées à priori. 
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dans les quatre hypothèses précédentes, étant respectivement 
3 m 2 m l , 

3^ * 3m > 3m >' o f 

le quart de leur somme, oii 

• ! ✓ 3 -" + 2 ». + ,v 

4 ‘ \ 3 "‘ J * 

sera la probabilité de l’événement observé, déterminée à priori; 
en divisant donc la probabilité de l’événement composé , par 
celte probabilité , on aura , par le second principe , 

a m -f- a m ' 

3 m '.(3 m +a"‘ +7) * 

pour la probabilité d’amener m! boules noires dans les m tirages 
suivans. 

Ou peut encore déterminer cette probabilité par le principe 
suivant. 

IV' Principe. La probabilité d’un événement futur est la 
somme des produits de la probabilité de chaque cause, tirée 
de l’événement observé., pur la probabilité que cette cause exis- 
tant, l événement futur aura lieu.' ■ ' r •• 

Ici les probabilités de chaque cause, tirées de l’événement 
observé, sont, comme on Va vu, 

• 3 m or 1 

3 ” + 2 B -f 1’ 3 m + 2 m -f-l ’ 3» 2»‘ 4. 1 » 15 

les probabilités de l’ événement futur, relatives h ces causes, 
sont resircctivement 

1 a"' 

°> .-ÿw > Tjfiir > 

la somme de leurs produits respectifs, ou 

a m -f- a m ' 

- 3 m, .( 3 " -f 2 r -+i) ’ 
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sera la probabilité de l’événement futur, tirée (le l’événement 
observé ; ce qui est conforme à ce qui précède. 

Si l’on suppose quatre boulès dans l’urne, et qu’ayant amené 
une boule blanche au premier tirage, on cherche la probabilité 
de n’amener que des boules noires dans les m tirages .su i vans ; 
on trouvera, par les principes exposés ci-dessus, que cette pro- 
babilité est égale à 

3 4 - a’’ 1 ' 4 " -f 3 "’ v 

i o . 4 '“' 


Si le nombre des Ivoules blanches égale celui des noires , la 
probabilité de n’amener que des boules noires dans m! tirages 

est ^7. Elle surpasse la précédente lorsque m' est égal ou 

moindre que 5 ; mais elle lui devient inférieure lorsque m' sur- 
passe 5 , quoique la boule blanclic extraite d’abord de l’urne 
indique une supériorité dans le nombre des boules blanches. 
L’explication de ce paradoxe tient à ce que cette indication 
n’exclut point la supériorité du nombre des boules noires; elle 
la rend Seulement moins probable; au lieu que la supposition 
d’une égalité parfaite entre le nombre des boules blanches et ce- 
lui des noires exclut cette supériorité; or cette supériorité 
quelque petite que soit sa probabilité, doit rendre la probabilité 
d’amener de suite rn boules noires plus grande que dans le cas 
de l’égalité des couleurs, lorsque m' est très grand. 

235 . Problème. Déterminer les diverses chances des loteries. 
On sâit que le nombre des combinaisons de m lettres n 
à « est c 

m(m — 1) (m— 3). ..(m — n -f- 1 ) 

1.2 .3 ... n * 

que le nombre des arrangeraens de n lettres n à n est le produit 
des nombres 1 , 2, 3 , . . . , n; et enfin que le nombre des arran- 
gemens diflërens de m lettres prises n à n est 

m ( m — 1 ) ( m— 2 ) . . . ( m — n + 1 ). 

Cela posé , supposons que le nombre des numéros d’une lote- 
tcric soit n , et qu’il en sorte r à chaque tirage ; on demande la 
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probabilité qu’une combinaison de s de ces numéros sortira au 
premier tirage. 

Le nombre total des combinaisons des numéros, pris r à r, 
est, par ce qui précède, , 

n ■ (»— 0 • (* — 2 ) (n — r 4- i) 

i.a.3 r 

Pour avoir parmi ces combinaisons le nombre de celles dans 
lesquelles les s numéros sont compris , on observera que si l’on 
retranche ces numéros de la totalité des numéros, et que l’on 
combine r — s a r — s, le reste n — s , le nombre de ces combi- 
naisons sera le nombre cherché ; car il est clair qu’en ajoutant 
les j numéros à chacune de cm combinaisons, on aura les com- 
binaisons r à r dans lesquelles sont ces s numéros. Ce nombre 
est donc 

(n — s) ■ (re — s — î) (n — r-f- Q 

1.2.3 (r — s) ’ 

en le divisant par le nombre total des combinaisons r à r des 
n numéros, on aura pour la probabilité cherchée, 

*’ ' » i 

r • (r — Q . (r— 3 ) (r^i+i) 

n . (n — i) ..(» — a) .. .. (n — s -f- i)' 

, i 

En divisant cette quantité par i .3.3. , .s, on aura , par ce qui 
précède , la probabilité que les s numéros sortiront dans nu 
ordre déterminé entre eus. On aura la probabilité que les s 
premiers numéros du tirage seront ceux de la combinaison pro- 
posée , en observant que cette probabilité revient à celle d’ame- 
ner cette combinaison, en supposant qu’il ne sort que s numéros 
à chaque tirage; ce qui revient à faire r=s dans la fonction 
précédente , qui devient ainsi 

t ■ - ; ' : 

1.2 . 3 ..... s 

n . (re— i) .... (rc — * -f- j)' 

Enlin , on aura la probabilité que les s numéros choisis sortiront 
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1(>« prerixirrs dans tin ordre déterminé, en réduisant le numé- 
rateur de celte fraction à l’unité. 

Les quotiens des mises divisées par ces probabilités sont ce 
que la loterie doit rendre aux joueurs : l’excédant de ces quo- 
tiens sur ce qu’elle dotine est son bénéfice. En efl'et, si l’on 
nomme p la probabilité du joueur, m sa mise, et x ce que la 
loterie doit lui rendre pour l’égalité du jeu , x — m sera la mise 
de la loterie; car ayant reçu la mise m, et rendant x au joueur, 
elle ne met au jeu que x—m. Or pour l’égalité du jeu, l’eSpé- 
rance mathématique de chaque joueur doit être é’ale à sa 
crainte ; son espérance est le produit de la mise x—m de son 
- adversa ire, P»»' la probabilité p de l’obtenir; sa crainte est le 
produit de sa mise m, par la probabilité i — p de la perte. On 
a donc - • . 

p X (r — m) — (, — p) X m; 

c’est-à-dire que pour l’égalité du jeu, les mises doivent être 
réciproques aux probabilités de gagner. Cette équation donne 

m 

lî:-; 

P ' •* 

Ainsi Ce que la loterie doit rendre est le quotient de la mise 
divisée par la probabilité du joueur pour gagner. 

226. Problème. Vue urne étant supposée renfermer x boules 
on en tire une partie ou la totalité, et ton demande la proba- 
„ 01 L té que le nombre des boules extraites sera pair. 

La somme des cas dans lesquels ce nombre est l’unité, égale 
évidemment x , puisque chacune des boules peut également être 
extraite. La somme des cas dans lesquels ce nombre égale a , est 
la somme des combinaisons dos x boules prises deux à deux , et 

celte somme est égale à La somme des cas dans les- 

quels le même nombre égale 3, est la somme des combinaisons des 

boules prises trois à trois, et cette somme est X ^ 

% , - . 1.2.3 ’ 

et ainsi de suite. Ainsi les termes successifs du développement 

16 
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de In fonction (i-f-ij* — 1 représenteront tous les cas clans les* 
quel» le nombre des boules extraites est successivement j, a, 
3, etc. jusqu’à x\ d’où il est facile de conclure que la somme 
de tous les cas relatifs aux nombres impairs est égale à 
|(i + i) r — K* — 0*» ou a* - S et que la somme de tous les 
cas relatifs aux nombres pairs est j (i -f-i ) x -+-i(i — i)*— i, 
ou a x ~‘ — i. La réunion de ces deux sommes est le nombre de 
tous les cas possibles; ce pombre est donc a 1 — i ; ainsi la pro- 
babilité que le nombre des boules extraites sera pair est 

û * 1 *^1 . . . . 2 X *“" * 

— — — — , et la, probabilité quo ce nombre sera impair est — ; 

il y a donc de l’avantage à parier avec égalité pour un nombre 
impair. 

Si le nombre x est inconnu , et si l’on sait seulement qu’il ne 
peut excéder n , et que ce nombre et tous les inférieurs sont 
également possibles , on aura le nombre de tous les cas possibles 
relatifs aux nombres impairs, en faisant la somme de toutes les 
valeurs de a*~‘, depuis î jusqu’à x=n, et il est facile de 
voir que cette somme est a" — i . On aura pareillement la somme 
de tous les cas possibles relatifs aux nombres pairs, en sommant 
la fonction a 1- * — i, depuis x= 1 jusqu’à x—n, et l’on trouve 
cette somme égale à a” — n — i; la probabilité d’un nombre 

2 n — —TX — I 

pair est donc alors a+l : , et celle d’un nombre impair 


— n. — a 


a” — i 


est 

a""’-* — n — a 

Supposons maintenant que l’urne renferme le nombre x de 
boules blanches et le même nombre de boules noires; on de- 
mande la probabilité qu’en tirant un nombre pair quelconque 
de boules , on amènera autant de boules blanches que de boules 
noires, tous les nombres pairs pouvant être également amenés. 

Le nombre des cas dans lesquels une boule blanche de l’urne 
peut se combiner avec une boule noire est évidemment iX^ Le 
nombre des cas dans lesquels deux boules blanches peuvent se 


combiner avec deux boules noires est 


x(x— i) x x(x—\) 


i .a 


1 .a 


et 
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ainsi île suite. Le nombre de§ cas dans lesquels on amènera au- 
tant de boules blanclies que de boules moires est donc la somme 
des carrés des termes du développement du binôme (i+ 4 ) x , 
moins l’unité. Pour avoir celte somme , nous observerons qu’elle 
est égale au terme indépendant de a , dans le développement de 

+ X(i-f-fl) ,r . Cette fonction est égale à — — .Le 


terme indépendant de a, duns son développement, est ainsi lo 
coefbcient du terme moyen du binôme (î + a)**; ce coefficient 
1.2.3 9.x . 

est — - ^ ; le nombre des cas dans lesquels on pçut 

tirer de l’urne autant de. boules blanches que de boules noires 
est donc 

i . 3 . 3 . . . 2 c 

(î .2.3 . . .x) a 1 " 


Le nombre de tous les cas possibles est la somme des termes de 
rang impair dans le développement du-binome (:-f-i ) 2x , moins 

le premier ou l’unité. Cette somme est j(i ,ys*. 

le nombre des cas possibles est donc n 03 " -1 — i ; ce qui donne 
pour l’expression. de la probabilité cherchée, 

I . 2.3.'.. 2X 

s (1.9.3 0’ 1 




l 
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PROBLÈMES , ' 

DE GÉOMÉTRIE. 

< . ' ’ . 

1 » . * • 

l , 

Des Points et des Lignes sur un plan. 

227 . I er Problème. {Fig. i3). Mbbbr par le point A une droite 
qui fasse un angle donné avec la droite XY. 

Par un point quelconque B de XY , tirez BR , B1I , qui for - 
ment avec XY l’angle donné : par le point A , menez-leur les 
parallèles AM , AN ; elles satisferont à la question. 

a* Problème. {Fig. i4). Mener par le point A une droite telle, 
que la partie interceptée entre les deux parallèles XY , ZU , 
soit d'une longueur donnée f. 

Par un point quelconque B de l’une des parallèles , décrivez 
une circonférence avec la longueur donnée i' comme rayon ; joi- 
gnez au centre B les points C, D de sa rencontre avec la se- 
conde parallèle; puis menez paf A des parallèles à ces deux 
lignes, elles résoudront la question. 

Le problème "serait évidemment impossible si la longueur 
donnée était moindre que la distance des deux parallèles. 

3 e Problème. ( Fig. i5 ). Du point A tirer une ligne AC telle, 
que la différence entre AB et BC soit d'une longueur S" donnée. 

Au-dessus de XY , tirez une troisième parallèlé à la meme 
distance que ZU , qt coupez-la par un cercle décrit de A comme 
centre avec le rayon i' : joignez les points de rencontre M, N 
avec A, ces deux lignes satisferont à la question, soit que la 
troisième parallèle soit au-dessus ou au-dessous de A. 

4 e Problème. {Fig. 16 ). Trouver sur la droite XY un point 
M , tel qu’en le joignant à deux points donnés A , B, les angles 
AMX, BMY soient égaux. ' ' 


( a45 ) 

Abaissez de l’an des deux points une perpendiculaire AP sur 
XY, prolongez-la de PK = PA , et joignez BK; le point M de ren- 
contre de Bit avec XY sera le point cherché. Car AMXj=XMK 
et XMK = BMY. 

5 * Problème. (‘Fig. 17 ). Étant donnés deux points A , B » 
dans l'intérieur d'une portion de polygone quelconque XYZU , „ 
déterminer des points M, N, P, tels que les droites AM, MX, 

IS P , VU fassent des angles égaux avec les côtés sur lesquels ' 
elles se rencontrent. 

Abaissez AK. perpendiculaire sur XY et prolongez-la de 
KÏI = AK; de H , abaissez-en une seconde sur YZet prolongez- 
la d’une quantité égale en I ; de I, abaissez-en une troisième 
sur ZU et prolongez-la d’une quantité égale en L joignez LB^ 
Le point de rencontre P sera un des points cherchés. Tirant 
alors PX sous un angle égal aveqZU , on déterminera N, puis 
enfin M. I.a démonstration se ferait comme dans les cas pré- 
cédens. 

6 e Problème. ( Fig. 18). Deux points , A, B, étant donnés 
entre deux droites XY, ZU, trouver des points M , P, N , . . . ,‘e/i 
nombre donné sur ces deux lignes , de manière que les droites 
AM, MN , KP, PB, ... , fassent des angles égaux avec la ligne 
sur laquelle elles se coupent. 

Abaissez AK perpendiculaire sur XY, et. prolongez-la de 
KII = AK ; du point II, abaissez-en une seconde sur ZU; et 
continuez ainsi autant qu’il y aura de points demandés; l’extré- 
mité de la dernière perpendiculaire étant jointe avec B , déter- 
minera le point P; on en déduira tous les autres points. 

Ce problc'me , dans le cas où les lignes XY , ZU sont paral- 
lèles, et les deux précédens, trouvent des applications dans le 
jeu du billard. Ces applications sont fondées sur ce principe de 
physique, que lorsqu’un corps élastique rencontre un plan ré- 
sistant, il se réfléchit sous un angle égal à celui d’incidence. 

7* Problème. (Fig. 1 g) . Deux points À, B étant donnés 
d’un môme côté de la droite XY, trouver un point M de XY 
tel, que la somme AM -J- MB soit un minimum. 

Déterminez par cc qui précède un point M tel, que les angles 
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A, MX , 1 ÎUY soient égaux, ce sera le point cherché. Car soit N 
un autre point quelconque, on aura 

AN-fNB=KN-f NB , AM+MB=KB. Or KB<RN+NB. 

Donc AM-f- MB est un minimum. 

Si les points A , B (Jig. 20) étaient de côtés différens de XY, 
et qu’on demandât que la différence des distances fût un maxi- 
mum , on abaisserait la perpendiculaire AK qu’on prolongerait 
de KII = AK, on tirerait la droite de BHM, qui détermine- 
rait le point cherché M. Car la différence de AM et MB est HB 
et pour tout autre point N , la différence de BN à AN ou à UN 
est moindre que IIB. 

* . 8 e Problème. {Fig. 21). Étant données deux droites EF, GH, 
qu'on ne peut prolonger , i° mener par un point donné M une, 
ligne qui passe par leur point de concours ; 2° tirer une ligne 
qui partage leur angle en deux parties égales. 

i°. Tirez uno sécante quelconque AB par le point M, et une 
parallèle quelconque CD que vous partagerez dans le même rap- 
port en N , la droite NM passera par le point de concours des 
deux droites données. 

2°. Par le point M ( Fig. 22 ) , tirez MK parallèle à XY , et 
KH qui partage l’angle MKZ en deux parties égales; l’augle 
KHX sera égal à HKZ; élevant une perpendiculaire sur le 
milieu de HR,- elle passerapar le peint de concours des deux 
droites données, et partagera leur angle en deux parties égales. 

9® Problème. {Fig. 20). Les trois droites AB, AC, BC étant 
données , tirer une parallèle MN à BC, de manière que la 
so ~me ou la différence des parties BM, CN soit égale à MN. 

1*1. Mrtagez les. deux angles intérieurs B et C en deux parties 
égales, et menez par leur point de rencontre O la parallèle MN, 
à BC, elle sera la ligne cherchée; car MO— MB et NO=NC, 
La même construction peut se faire en dessous de BC. 
a°. Tirez des droites BK , CK , qui divisent les angles ABC , 
ACD , en deux parties égales ; la parallèle Km/t à CB sera la 
ligne cherchée, car Km=mC et Kn==nB. 
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10* ProblIws. ( Fig. 24). Étant données les trois droites AB, 
AC, BC , mener une parallèle MN à BC , telle que la somme ou la 
différence des parties BM , CN soit égale à une ligne donnée. 

On a BM :NC :: AB : AC, 

d’où BM =hNC : NC : : AB :fc AC : AC. 

Or, AB, AC et BM ± NC sont connus, celte proportion fera 
donc connaître CN. 

n* Problème. ( Fig. 25). Étant donné le 'carré A "CD, y 
inscrire un autre carré donné. 

Soit EFHK le carré inscrit demandé. On aura 

ËF*= ÂE + ÂF = FB*-f AF 

N 

On connaît dknc la somme des carrés des segmens AF, FB; 
la retranchant dS carré de AB, on connaîtra le double rec- 
tangle do ces segmens; h question reviendra donc à trouver 
deux lignes, connaissant leur somme et leur produit, ce qui 
u’ollre aucune difficulté. 

ia' Problème. ( Fig. 2 6 ). Étant donné le triangle ABC et un 
point D sur un des cotés , y inscrire un triangle semblable à un 
triangle donné et ayant un de ses sommets en D. 

Prenez un JQpianglc quelconque MNP semblable à celui qu’il 
faut inscrire „ et soit M l’angle qui doit avoir son sommet enD. 
Décrivez sur MN et MP des segmens respectivement capables 
des angles B, A; et, par M, tirez KH telle que KM ;MH“BDlDA 
{voy. i3' Prob. ) ; joignez KN , HP , et pçoîongcz-les en L ; le 
triangle HKL sera semblable à ABC , le point M sera situé sur 
KH de la même manière que D sur AB ; le système construit est 
donc semblable à celui qu’on cherche , et par conséquent ce der- 
nier s’obtiendra soit en reportant sur ABC des segmens qui 
soient à ceux de KIÏL dans le rapport des côtés de ces triangles, 
soit en tirant par le point D des lignes sous les mêiqci angles 
qu’au point M. ' * 

i3 * Problème. ( Fig . 27). Etant donnés deux cercles A, B, 
qui se coupent, mener par un de leurs points de rencontre C > 
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une sécante telle, que les cordes interceptées soient dans le rap- 
port de rniin. 

Supposons que MN soit la ligne cherchée; abaissons sur çllo 
les perpendiculaires AK , BH , les moitiés KC , Cil des cordes 
seront aussi dans le rapport de m à n ; si donc on partageait AB 
en O dans le rapport de m à n , et qu’on joignit GC , cette ligne 
serait parallèle à BH et AK , et par suite perpendiculaire sur 
MN- On résoudra doue le problème en prenant un point O qui 
divise AB dans le rapport de m à n , et en tirant par C une per- 
pendiculaire MN à OC. 

La sécante pourrait encore être placée de manière que ses 
points de rencontre avec les cercles fussent du même coté de C, 
comme CM'N'. On verrait de la même manière que pour avoir. 
CM' ; CN' ::m: n , il faudra déterminer un point X sur le pro- 
longement de AB , de manière quel’on ait XB ; XA " m ! n, 
joindre CX, et lui mener par le point C une perpendiculaire 
CN' qui sera la ligne cherchée. 

i 4 ' Problème. {Fig, 28). Etant donnés deux cercles A , B, qui 
se coupent en C , mener par ce point une sécante , telle que ht 
somme ou la différence des deux cordes soit égale à une ligne 
donnée ■ , 

I °. Soit MN (Jig. 28) la ligne cherchée, abaissez les perpendicu- 
laires AK, BH à MN ; KH , moitié de R 1 N , sera djpne longueur 
connue *, ainsi que sa parallèle BL. Tout se réduit d(?nc à faire un 
triangle rectangle dont AB soit l’hypoténuse , et dont un des côtés 
de l’Snglé droit soit la demi-somme donnée *. Or, on peut con- 
struire deux trianglej d’après ces données ; il y aura donc deux 

directions pour MN , et elles feront des angles égaux avec AB. 

Les deux triangles que l’on ferait de l’autre côté de AB , re- 
produiraient les deux mêmes directions pour MN- 

II suit de là que la plus grande valeur de la sécante MCN a 
lieu quand elle est parallèle à AB. 

2". Soit la droite CMN {Jig- 28 bis) telle que la différence MN 
des deiyc cordes, soit égale à a«. Abaissez les jierpendiculaires, 
BK , AH , à CN; la différence KH des demi-cordes sera « ; menant 
la parallèle AL à ÇN , on connaîtra dams le triangle reç- 


A 
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tanglc ABL, l’hypoténuse AB et le .côté AL. On pourra donc 
encore construire deux triangles ABL , ABL', et menant par C 
des parallèles aux côtés AL, AL', on aura deux lignes qui sa- 
tisferont à la question , et qui feront des angles égaux avec AB. 

Si l’on voulait que les deux points M , N fussent situés comme 
dans la figure 28 , on décrirait un cercle égal à B , et qui Itri fût 
tangent en C, et l’on rentrerait dans la même construction. 

i5 e Problème. (Fig. 29). Partager un triangle ABC en m 
parties équivalentes , par des parallèles à un de ses côtés. 

Pour avoir la première parallèle CD à BC, faites la proportion 

ab î ac :: m : 1. ' 

Pour construire la seconde parallèle EF à BC, faites la pro- 
portion AB I AE :: m ; a; et ainsi de suite. 

i6f Problème. {Fig. 3o). Tirer d'un point donné A uns 
sécante AZ telle, que les parties interceptées entre les trois droites 
données OB, OC, OD, soient dans le rapport de mon. 

Prenez les lignes WN , NP , dans le rapport de m à n ; décri- 
vez sur elles des segmens capables des angles », £, et soit Q leur 
point de rencontre; faites l’angle PQK = DOA, vous aurez un 
système semblable à celui qu’il faut construire. Prenant alors 
Q A' = OA , et tirant A'V parallèle à KM , il suffira de reporter 
QV sur OB, de O en Z; le point Z sera déterminé. 

17* Problème. {Fig. 3 i). Trouver le lieu des points tels que 
le rappoYt de leurs distances à deux points Jixes A, B, soit 
constamment égal au rapport donné de m à n. 

Construisez d’abord les deux points M , N de ce lien , qui sé 
trouvent sur la droite indéfinie AB, et pour cela prenez 

AM ; MB y. m n et AN : NB ;; m; n. 

Cela posé, soit X Un point quelconque , tel que 

ax : xb :: ire : 

on sait qu’en joignant MX , l’angle AXB sera partagé en deux 
parties égales, et qu’en joignant NX, son supplément BXY le sera 
de la même manière ; les lignes MX, NX seront donc perpendi- 
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culaircs entre elles; le lien cherché des points X sera donc un 
cercle décrit sur MW comme diamètre. 

i8* Problème. ( Fig. 3a). Trouver les points d’un plan qui 
sont également éclairés par deux lumières dont la position est 
connue, et dont les intensités so,nt met n à l’unité de distance. 

La solution de cette questiou repose sur ce principe de Phy- 
sique, que les intensités d'une même lumière à des distances 
différentes , sont réciproquement proportionnelles aux carrés de 
ces distances. , 

Cela posé : soient A, B , les dehx points lumineux, et M un 
point qu’ils éclairent également; les intensités z, z’, respectives 

des deux lumières sur M seront données par les proportions 
* • 

z : m :: i : am , «/: n :: i : bm ! 1 

Or a = *' ; donc •—rr = ; d’où AM : BM '.'.ÿm'.fn. 

Alu ü.u 


Le rapport de AM à MB étant constant, le lieu des points M 
est une circonférence que l’on construira comme dans le cas 
précédent.’ 

Si l’on avait trois points lumineux , et qu’on voulut trouver 
les points de leur plau qui en reçoivent une égale lumière, on 
chercherait d’abord le lieu des points également éclairés par 
les deux premiers, puis par l’un d’eux et le troisième ; la ren- 
contre de ces lieux donnerait les points cherchés. Il y aura 
alors deux circonférences à décrire, et le problème pointa avoir 
deux solutions , ou une seule , ou enfin aucune. 

19 8 Problème. (Fig. 33). Par trois points A, B, C, faire 
passer les cotés d’un triangle équilatéral , dont la su face s, oit 
la plus grande possible. 


Sur AC et CB , décrive* des segmens capables de - d’angle 


droit. Si par C vous menez une sécante quelconque , MN , et que 
vous tiriez les lignes MAD, NBD, elles détermineront un triangle 

équilatéral MDN , puisque les angles en M et N sont égaux à -. 


11 sudira donc pour résoudre la question de tirer par le point 


* 
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donne C une sécante qui soit un maximum ; problème qui if été 
résolu (page 248). ' )'* 

ao' Problème. Etant donnée la différence de la diagonale au 
côté d’un carré , construire cp carré. 

Vous aurez nn système semblable à celui que vous cherchez, 
en construisant un carré quelconque et sa diagonale ; vous en 
déduirez le côté du carré demandé , en observant que les côtés 
de deux carrés , sont entre eux comme leurs diagonales , ou 
comme les différences de ces diagonales aux mêmes côtés. 

2 1 e Problème. {Fig. 34). Inscrire dans un cercle un rectangle 
dont la surface soit donnée. 

Sur le diamètre AB , faites un triangle AMB égal a la moitié 
de la surface donnée , et tirez AN parallèle à BM ; AMBN 
sera le rectangle demandé. . . 

22 e Problème. {Fig. 35). Inscrire dans un triangle ABC, un 
rectangle dont le rapport des côtés soit donné. 

D’un point quelconque M pris sur AB , abaissez WP perpen- 
diculaire sur AC, et formez le rectangle MPQR dont les côtés 
soient dans le rapport donné ; joignez AQ , et prolongez AQ jus- 
qu’à la rencontre de BC en X; menez les lignes XY et XZ , pa- 
rallèles à QM et QR , elles seront dans le même rapportât 
NYKZ sera le rectangle demandé. ‘ 

Lorsque le rapport donné est l’unité, le rectangle devient 
un carré, ' * 

23° Problème. {Fig. 36). Mener uns tangente commune à 
deux cercles A et B. 

SoitMN cette tangente. Les rayons AM, EN étant parallèles, 
le point O de rencontre des prolongemens des droites AB, MN, 
sera tel que 

ob : oa :: bn : am. 

On pourra donc déterminer le point O en menant deux rayons 
quelconques AX , B Y parallèles et dirigés dans le même sens , 
en joignant les points X , Y par une droite , et prolongeant cette 
ligne jusqu’au point O, où elle rencontre ABO. 

Le point O étant connu , on mènera par ce point une tan- 
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gent« à l’un des cercles , elle le sera à l’autre. Il est clair qu’il y 
aura deux solutions symétriques par rapport à AB. 

La tangente commune pourrait avoir la position PQ,et le point 
R se déterminerait encore èn menant deux rayons quelconques 
parallèles , mais dirigés en sens contraire ; il y en aurait de 
même une seconde symétrique. < 

Si les cercles étaient tangens .extérieurement, il n’y aurait 
que trois solutions ; s’ils se coupaient, il n’y en aurait que deux > 
s’ils se touchaient intérieurement, il n’y aurait qu’une solution ; 
enfin , si l’un était intérieur à l’autre , il n’y en aurait aucune. 

24 e Problème. Décrire un cercle tangent à trois droites in- 
définies. 

Un cercle tangent à deux droites, ayant son centre sur la 
ligne qui divise leur angle en deux parties égales, on tirera des 
droites qui divisent deux des angles en deux parties égales, du 
côté où l’on voudra que le contact ait lieu, et le point de ren- 
contre de ces deux droites déterminera le centre. 

U est indifférent lesquels on prenne des trois angles, parce que 
les droites qui les partagent eu deux parties égales, concourent 
en un même point. / 

Si les trois lignes données se coupent deux à deux , il y aura 
quatre solutions; si deux sont parallèles, il n’y en aura que 
deux; et aucune, si les trois droites sont parallèles. 

Nous verrons plus tard .que dans le cas où les droites se cou- 
pent deux à. deux , le produit des quatre rayons des cercles tan- 
gens à ces droites, est égal au carré de l’aire du triangle déter- 
miné par ces droites. 

Théorème. (Fig. 3 7). Si ton prend trois à trois les côtés d'un 
quadrilatère , et quoà inscrive des cercles dans chacun de cés 
systèmes, les centres des quatre cercles qui en résulteront seront 
sur un même cercle; car si l’on partage les quatre angles À,B> 
Cf, D , du quadrilatère en deux parties égales par des droites , 
les rencontres de ces droites donneront les quatre centres M , 
N , P , Q , et il suffit de prouver que la somme des angles « , C , 
est égale à deux droits. Or, et est supplément de et £ 

l’est de 1 -f-â; donc «e —J- C est supplément à quatre droits de la, 


Digitized by Google 


( *53 ) 

somme des demi-angles y, S~ , i , « du quadrilatère ; 'donc « -f- C est 
égal à deux droits; et par conséquent le quadrilatère MNPQ 
est inseriptible dans un cercle. 

25* Problème. (F/g-. 38). Décrire un cercle tangent à une 
droite donnée XY, passant par un point donné A, et d’un rayon 
donné h. 

Son centre sera sur une parallèle à XY, menée à la distance 
R de XY ; de plus , il sera sur la circonférence décrite de A 
comme centre avec le même rayon ; il sera donc déterminé , et 
par suite le cercle cherché. 

Il pourra y avoir deux solutions, une seule, ou aucune. 

I.a condition d’ impossibilité sera que le rayon R soit moindre 
que la moitié de la perpendiculaire AP à XY. 

26 e Problème. (Fig. 3g). Par deux points donnés A , B , 
mener un cercle tangent à la droite XY. 

Prolongez BA jusqu’à XY en RI , la tangente partant du point 
M devant être moyenne proportionnelle entre la sécante MB 
et sa partie extérieure MA, ôn en trouvera facilement la lon- 
gueur; la portant de RI en C sur XY, on aura le point C île 
contact ; et il ne s’agira plus que de faire passer un cercle par 
trois points A , B , C, connus. 

Il y aura deux solutions, parce qu’on peut porter la tangente 
de part et d’autre du point RI. Il n’y en aurait qu’une seule si 
AB et XY étaient parallèles. 

27* Problème. (Fig. 4o). Décrire un cercle tangent à deux 
droites , et passant par un point donné A. 

Abaissant de A une perpçndiculaire AP, sur la ligne CG qui 
divise l’angle DCE donné, en deux parties égales, et Ja pro- 
longeant d’une quantité PB = PA, on aura un second point B du 
cercle; il ne s’agira plus que de mener par A et B un cercle 
tangent à l’une deâ deux droites CD , CE. 

Il y aura donc deux solutions quand les droites se coupe- 
ront, et une seule quand elles seront parallèles. 

28 e Problème. (Fig. 4i). Décrire un cercle qui passe par 
deux points A , B, et qui soit tangeht d un cercle donné C. 

Faites passer par A et B un cercle quelconque qui coupe le 


Digitized by Google 



( 254 ) 

rtcrcle doiine en M et N ; tirez MN jusqu’à la rencontre de AB en 
D , et menez par D une tangente DK. au cercle C ; le point K. sera 
le point de contact du cercle cherché avec le cercle C ; car DK est 
moyenne proportionnelle entre DN et DM , et par suite entre 
DB et DA ; le cercle passant par les trois points A, B , K, sera 
donc tangent à la droite DK., et par conséquent au cercle C. 

Comme on peut mener par le point D deux tangentes au 
cercle C , à moins que ce point ne soit sur ce cercle même , il y 
aura généralement deux solutioris. 

29 e Pnor/jbrE. (Fig. 42). Par un point donné A , faire passer 
un cercle tangent à une droite et à un cercle donnés. 

Soient XY et C, la droite et le cercle donnés. Supposons que 
M ,N soient les points de contact 'cherchés, qu’on tire la droite 
MN et qu’on la prolonge jusqu’au cercle C, en P ; les triangles 
CPN,'MNO seront semblables, parce que les. cordes PN, MN 
sont dans le rapport des rayons; CP sera donc parallèle à MO, 
c’est-à-dire perpendiculaire sur XY ; on peut donc déterminer 
à priori le point P. Si ou le joint au point A , il ne restera plus 
qu’à trouver le point Z où PA doit couper le cerale cherché. 
Or , le rectangle PA X PZ est égal à PN X PM * et celui-ci est 
égal à PK X PH , à cause des triangles semblables PKN , PHM. 
Le rectangle PA X PZ étant donc connu , PZ s’ensuivra, et ou 
fera passer par les depx points A , Z , un cercle tangent à XY. 

11 y aura deux solutions pour le contact extérieur des cerclés, 
et deux autres pour leur contact intérieur. - 

3o" Problème. (Fig. 43). Faire passer un cerciepar un point 
donné X , tangentiellement à deuxtcercles donnés. 

Soient A, B les centres des cercles donnés; supposons le 
problème résolu et que O soit le centre du cercle cherché , et 
M, N les deux points de contact; tirez la droite MN, et pro- 
longez -la indéfiniment, elle coupera le prolongement de AB en 
un point K. Je dis qu’on peut déterminer ce point àpriori, car 
si l’on joint AQ, BP, les trois triangles isocèles AQM, MON, 
BNP, seront semblables ; BP sera donc parallèle à AM ; et par 
conséquent le point K peut être construit en joignant les extré- 
mités de deux rayons parallèles quelconques. 
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Cela fmsé , que l’on joigne XK, tout se réduira à trouver KY , 
parce qu’il suffira alors de mener un cercle tangent à l’un des 
cercles proposés par les deux points X et Y. Or , le rectangle 
KX X KY est égal à KM X KN ; celui-ci est égal à KR X KS , 
car PV étaht parallèle à MR , l’angle * est égal à y. Or, •/ — C 
comme supplémens d’un même angle P; donc a — £, et par 
conséquent « +<!'— 200°. Donc le quadrilatère RMNS est in- 
seriptible, et par suite KNXKM = KSX KR. Le rectangle 
KX X KY étant alors connu , le point Y s’en déduit , et le 
problème est résolu. 

Ce problème est susceptible en général de quatre solutions, 
suivant que les cercles donnés devront être à 1 a fois, soit inté- 
rieurs , soit extérieurs au troisième, ou bien l’un intérieur et 
l’autre extérieur. Nous nous dispenserons d’examiner les cas où 
quelques-unes des solutions deviennent égales ou impossibles. 

3 i e Problème. {Fig. 44). Décrire un cercle tangent à deux 
cercles donnés A , D, et qui touche une droite donnée XY. 

Soit O le cercle Inconnu. Si l’on conçoit que le rayon de ce 
dernier augmente de MB, on aura un nouveau cercle qui aura 
le même centre O , passera par le point B , sera tangent à un 
cercle décrit du centre A, avec un rayon égal à la différence 
des deux rayons donnés, et à une droite parallèle àXY, me- 
née en dessous à la distance MB de XY $ on pourra donc déter- 
miné ce cercle par une des constructiJfts précédentes^ et le 
centre O étant connu , le problème p.oposé sera résolu. 

Le problème est susceptible de quatre solutions , sauf les cas 
d’impossibilité partielle ou absolue. 

32° Problème. {Fig. 45). Décrire un cercle tangent à deux 
droites AX , A Y , et à un cercle O. 

Soit B le centre du cercle cherché ; si l’on augmente son 
rayon de MO , on aura un nouveau cercle concentrique , pas- 
sant par le point O, et tangent à deux droites parallèles à AX 
et AY, à la distance MO de cliacune-d’elles. Le ceplre O se dé- 
terminera donc par une des constructions précédentes. 

Ce problème est susceptible de quatre solutions. 
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55 e Problème. (Fig. 46). Décrire un cercle tangent à trois 
cercles donnés* 

Soient A , B , C les trois cercles donnés, et O le cercle cher- 
ché. Si l’on augmente son rayon de ' un des trois rayons donnés, 
du plus petit par exemple , qui est celui du cercle C,1e problème 
sera ramené à faire passer un cercle par le point C , tangentielle- 
ment à deux autres , ayant leurs centres en A et B , et pour rayons 
les différences des deux plus grands rayons donnés au plus petit. 

Ce problème est susceptible de huit solutions ; il peut en avoir 
moins, et meme n’en avoir aucune. 

34 e PnoiiiiiMT.. (Fig. 4j). Décrire dans un. cercle donné un 
nombre quelconque m de cercles égaux qui soient tangens entre 
eux et au cercle donné A. 

Soient B, C, etc. les centres des cercles demandés; les. points 
de contact D , E , etc. , partageront la circonférence du cercle A 
en m parties égales. Supposaut cette division faite, on trouvera 
les centres B , C , en observant que la ligne BC est parallèle à 
DE et égale à BD -f- CE ; ce qui ramène à' un des problèmes 
précédens. 

Théorème. (Fig. 4 S). La somme des distances de deux points 
fixes A , B ,àun point M d’une circonférence donnée, est un mi- 
nimum lorsque les deux droites AM, BN font des angles égaux 
avec le rayon CM; car les lignes AM , MB faisant alors des angles 
égaux» avec la tangente en M, la somme AM -J- MB éfct un 
minimum pour tous les points de la tangente, et à plus forte 
raison pour tous les points du cercle qui est au-delà. 

35 e Problème. (Fig. 4g). Trouver un point O tel, que la somme 
de ses distances d trois points donnés A , B, C, soit un minimum. 

La somme AO CO + BO étant minimum , si on laisse AO 
constant, il faudra que BO -j- CO soit aussi un minimum. Or, 
le point O décrit alors une circonférence dont A est le centre; il 
faut donc, d’après le théorème^ précédent , que BO et CO fassent 
des angles égaux avec AO. On verrait de même que CO doit 
faire des angles égaux avec AO et BO ; de sorto que les trois 

• 4 

angles en O doivent être égaux entre eux , et par suite à - d’angle 

* * 
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droit. On aura donc le point O en décrivant sur les côtés AB , 
AC , BC , des segmens capables de f d’angle droit. 

3G* Problème. (Fig. 5o). Trouver un point O, dont la 
somme des distances à deux points A , B , et à une droite XY, 
soit un minimum. 

Tirez les droites OA , OB , et la perpendiculaire OK sur XY. 
11 est facile de voir que la somme des distances de O aux points 
A , B , K , sera un minim uni ; donc , d’abord les trois angles en O 
seront égaux. Déplus, les droites AOQ, KOP doivent faire le 
même angle avec XY ; car si l’on mène une parallèle à XY 
par O , il faudra que AO 4- OB soit un minimum pour tous les 
points de cette parallèle; les deux angles P, Q, étant égaux , et 
4 i 

l’angle O étant de - , ils vaudront chacun = ; il suffira donc de 

ü O 

tirer deux droites AQ, BP, qui fassent cet angle avec XY. 

37 e Problème. Trouver un point O, dont la somme des di- 
stances à deux droites BE , BG et à un point A (lig. 5i) , ou à 
trois droites (fig. 5a) , soit un minimum. 

i°. Abaissant les perpendiculaires OC, OD sur BE et BG 
(Jig. 5i), on verra connue précédemment, que la ssmuie des 
distances de O aux points A , D , C, devra être un minimum , 

et que par conséquent , les trois angles en O vaudront chacun 

Les deux angles C et D étant droits , il faudra nécessairement que 

l’angle B soit égal a - *, sans quoi le problème serait impossible. 

B 3 

2 

Supposant donc B=^, on verra, comme précédemment, 
que AO et CO devront faire le même angle avec BG , et cet 

angle sera la ligne AO doit donc être parallèle à celle qui di- 

O J . 

vise l’angle Ben deux parties égales , et tous ses points seront 
tels, que la somme demandée sera un minimum. 

Le problème sera donc impossible ou indéterminé. 

u°. Dans le cas de trois droites AB , AC, BC (Jig. 5a) , il faif- 
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dra encore que les trois angles en O soient de ce qui exige que 

- 2 

les trois angles A , B , C soient égaux chacun a Donc d’abord le 

problème est impossible si le triangle ABC n’est pas équilatéral. 
Quand cette condition est remplie , la somme des distances est 
constante pour tous les points du triangle et égale à sa hauteur. 

Nota. Dans tous ces problèmes sur les minirua , les élèves 
devront supposer au point cherché toutes les positions qu’il 
peut avoir par rapport aux données, et examiner dans quels 
cas les sommes des lignes se changeront en des différences. 

38' Problème. {Fig. 5 3). Construire un triangle rectangle 
tel, qu'un des côtés soit moyen proportionnel entre l’hypoté- 
nuse donnée AB , et l’autre côté. 

On qura AC * CB ! 1 CB * AB. 

Ce qui revient à 

_________ ___ __ __ * 

ac:\/âb — Âc ::\/âb— âc": ab. 

On en tire 

ACxAB=AB — AC, ou AB ==AC+ACxAB=AC(AC-{-AB). 

Or AB est donné , on connaît donc la surface du rectangle 
AC X (AC + AB) , et la différence AB de ses côtés; on pourra 
donc déterminer AC , et le problème sera résolu. 

3</ Phobiæme. {Fig. 54). D'un point A donné hors ^d’ un 
cercle B , mener par ce point une sécante telle, que la corde soit 
moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie 
extérieure, ou bien telle, que les deux segmens soient dans le 
rapport de m s a. ■ * ■ 

,o puisque l’on doit avoir MN = AM X AN , MN sera égale 
à la tangente menée par A , aù cercle B; inscrivant donc cette 
longueur d’une manière quelconque dans le cercle , et lui me- 
nant du centre B un cercle tangent , il suffira de tir er par le point 
X des tangentes à ce dernier ; elles satisferont à la question , 
et seront partagées en moyenne et extrême raison. 
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• 2 °. Si l’on demande que 

AM : MN :: m : n, . 

on en déduira 

AM l AN :: m t m -J- n. 

Il ne s’agira donc plus que de construire un rectangle 
AM X AN , connaissant le rapport de ses côtés et sa surface , 
qui est égale au carré de la tangente : problème qui revient à 
faire une figure semblable à une figure donnée, et équivalente 
à une autre , aussi donnée. 

4o* Problème. {Fig. 55). Partager la surface^ d'un cercle en 
m parties équivalentes. 

Partagez le diamètre AB en m parties égales, et décrivez des 
demi-cereles sur les distances de ces points de division aux ex- 
trémités de AB, d’un même côté à partir de A, et de l’autre 
à partir de B ; les surfaces comprises entre deux lignes consé- 
cutives , telles que AmenB, Am'cVB , seront égales , comme on 
le verra facilement, en prenant l’expression générale de ces 
surfaces. 

Déplus, chacune des lignes AmenB, Am'cVB, etc.*, sera 
égale à la demi-circonférence donnée. 

4i® Problème. {Fig. 56). Etant donnés deux, points A , B 
sur deux parallèles , et un point C au-dehors , tirer par ce point 
une sécante CXY telle, que l’on ait AX C BY Il ml n. 

Sur la droite indéfinie BAD , prenez un point M tel que l’on 
ait MA : MB : ; m l n ; la droite MCY sera la sécante demandée. 

4a e Problème. {Fig. 5y). D’un point A donné hors d’un cercle 
mener une sécante, telle que ABxBC soit égal à un carré 
donné m*. - 

Le rectangle AB X AC étant égal au carré de la tangente, si 
l’on remplace BC par AC — AB , on verra que m* est égal au 
cfirné de cette tangente , moins le carré de AB ; on connaîtra 
donc ce dernier, et le problème sera résolu. 

• 43 e Problème. {Fig. 58). Trois droites AB , BC , AC , étant 
données , en menet une troisième XZ telle que les parties XY, 
YZ, soient égales à des lignes connues , a, G. 

17.. 
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Prenez sur une droite indéfinie MN (ffig. 58 bis) deux parties 
K 1 I =«• , HL = C ; décriiez sur ces parties des segmcns capables 
des angles B , C , et par le point de reticontre H des deux cercles, 
tirez une sécante UV égale à BC ; joignez RV, VL; vous aurez 
la construction demandée', et il ne restera plus qu’à la re- 
porter sur 1^ figure donnée ABC.* 

44 e Pboblème. {Fig. 5g). Trouver tous les points tels que 
la somme ou la différence des carrés de leurs distances à deux 
points fixes A,*B , soit égale à m a . 

a fl 

i°. Soit M un point tel, que MA MB — m a , et O le mi- 
lieu de AB. En abaissant la perpendiculaire MP sur AB, on aura 

MA =MR+ (AO -f 0P) a , et MB= MP -f (AO— OP)*. 

La somme M À -f- MB. étant égale à m* , on aura 

2 MP + aAO + 2 OP = m' ; d’où MP -fOP = >*- ÂO. 

, > ■ ■ ’ • :> ■ 1 

— a —a 

Donc MP 4- OP est constant, donc OM est constant; le lieu 
des points demandés est donc un cercle décrit du centre O, avec 

un rayon OM == \/ j m * — AO. 

a®. Si MA — = on aura aussi AP — PB m’ , 
d’après (es valeurs de MA et MB. Il suffira donc de trouver un 
point de. AÇ, qui convienne à la condition demandée; et la per- 
pendiculaire abaissée de ce point sur AB , sera le lieu cherché. 
Soit P ce point, on aura 

*! * 1 « 

AP — PB r = m» = (AP 4- PB) (AP — PB). 

Or , AP -)- PB est connu ; on trouvera donc AP — PB ; on en 
tirera facilement AP et PB. 

- Le point P ne pourra être entre A et B, qu’autant qu’on aura 
m < AB; dans le cas. contra ire, il serait en P', sur le prolon- 
gement de AB , et la relation précédente se changerait en 

m a = ( AP' 4 - BP') (AF — BP') , 

* . * . C ^ . • 

où l’inconnue serait AP' 4 - BF. 
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45' Problème. (F/g. Go). Etant donnés deux cercles , trouver 
les points tels que les tangentes tirées de ces points aux deux 
cercles , soient égales. 

Puisque les tangentes MN, MP, sont égales , on a 

.MA — AN = MB — 1ÏP; MA — "MB = AN — "BP. 

Donc la différence des carrés de MA et MB est constante; le lieu 
des points M est donc une ligne droite perpendiculaire sur AB, 
et qu’on déterminerait comme précédemment. 

La solution serait la même si l’on demandait que les carrés 
des tangentes eussent une différence constante. 

46' Problème. (Fig. 61 ). Etant donnés deux cercles A, B, leur 
mener des tangentes qui se coupent sur une droite donnée XY, 
et fassent avec elle des angles égaux. 

Construisez un cercle O symétrique de l’un des deux cercles 
donnés par rapport à XY, et menez des tangentes communes au 
second cercle donné et à celui que vous venez de décrire, elles 
détermineront sur XY les points M, N, P, Q, d’où doivent 
partir les tangentes cherchées. 

Théorème. (Fig. 6a). Lorsque trois cercles se coupent deux 
à deux , les trois cordes AB , CD , EF, d'intersection se ren- 
contrent en un même point. 

En effet , soit O le point de rencontre de CD et AB , on aura 
AOxOB=ODxOC. Tirez la droite FO , et soit E le point où 
elle coupe la circonférence K , on aura FO X OE — DOxOC; 
donc, d’après la relation précédente, on aura l’égalité. ..... * 

FO X OE = OB X OA ; et par conséquent le point E est aussi 
sur la circonférence H. Donc, les trois cordes CD , EF , AB, se 
rencontrent en un meme point O. 

47 * Problème. (Fig. 63). D'un point A, on mène des sécantes 
à un cercle donné, et des tangentes par les points de rencontre", 
on demande le lieu des rencontres deux à deux de ces tangentes. 

Soit X le point d’intersection de deux de ces tangentes. En 
abaissant XP perpendiculaire sur AO , les deux triangles OPX » 
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OR A seront semblables et donneront . ' 

op : ox :: ok : oa , d’où op x oa = ox x ok. 

Mais le triangle OMX étant rectangle , on a 

OX X OR = ÔM*; donc OPxOA = Ôm! 

Donc OP est constant ; et par conséquent le lieu cherché est 
une droite perpendiculaire sur OA, qu’on obtiendra d’après la 
valeur de OP en menant deux tangentes par le point A , et joi- 
gnant leurs' points de contact. 

48 e Problème. {Fig. 64). Par un point donné A, on mène des 
droites à tous les points d'un cercle O, et on partage ces droites 
dans le rapport constant de & à C ; on demande le lieu des 
points de division. Soit M un point quelconque du cercle O ; 
prenez sur AM un point X tel , que AM AX 

Tirez XK parallèle à OM, vous aurez 

ao: ak « : c :: om : kx. 

Ces deux dernières proportions démontrent que AK et KX 
sont constans. Le lieu sera donc un cercle décrit du centre K 
avqp un rayon qui soit au rayon donné dans le rapport de C à a. 

4q* Problème. {Fig. 65,). On donne une droite XY et un 
cercle ; on demande de mener par Ü extrémité A d’un diamètre 
APQ perpendiculaire à XY, une sécante telle, que la partie com- 
prise entre la droite et le cercle soit égale à une quantité donnée. 

Soit AN cette sécante; les triangles semblables AMP, ANQ 
donneront AM X AN = AP X AQ. On connaîtra donc le pro- 
duit et la différence MN des deux lignes AM, AN; on pourra 
donc les déterminer. 

La -construction serait la même si XY était une sécante au 
cercle. ■ ’ 

Théorème. Les perpendiculaires élevées sur les milieux des 
côtés d'un triangle se coupent en un même point. Car elles 
passent toutes les trois par le centre du cercle circonscrit. 

Théorème. {Fig. 66). Les trois hauteurs dun triangle con- 
courent en un même point. Car si par les trois sommets A , B, C , 
on mène des parallèles aux côtés opposés , on formera un triangle 
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MIS P dont les points À, B, C seront les milieux des côtés; les 
trois hauteurs du triangle ABC seront donc les perpendiculaires 
élevées sur les. milieux des côtés du triangle MNP; elles con- 
courront donc en un même point 

Théorème. Les lignes qui divisent les trois angles d’un 
triangle jen deux parties égales, concourent en un même point. 

En effet, soit O (fg- 67) le point de rencontre’ de deux de 
ces lignes, on aura OE = OD, OD — OF, et par conséquent 
OE=OF. La droite CO divise donc l’angle BCA en deux par- 
ties égales. 

Théorème. Les droites qui joignent les sommets d’un triangle 
avec les milieux des côtés opposés , se rencontrent en un même 
point. 

En effet , soit O ( fig. 68) le point de rencontre de deux de 
ces lignes AN, CM ; la droite qui joindra B au milieu de AC pas- 
sera par le milieu de MN ; il suffira donc de prouver que les mi- 
lieux K, H , de MN et de AC sont en ligne droite avec le point O- 
Pour cela, tires la droite KO, les triangles semblables donneront 

mk:dc::ok:oh, kn : ah :: ok : OH; 

d’où MK:HC::KN:AH. Or MK = NK, donc AH=HC; ' 

‘ ■ ! 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Nota. Les proportions précédentes ne supposant pas que MN 
passe par les milieux des côtés BA, BC, mais soit seulement pa- 
rallèle à AC, il s’ensuit que toutes les couples de lignes droites 
joignant A et C à des points qui partagent BA et BC dans le 
même rapport, se coupent sur la droite qui joint le sommet B 
avec le milieu de la base. 

5 o® Problème. (Fig-. 69). Deux droites AB, AC, qui font entre 
elles un angle constant, passent par un point fixe A ; on de~ 
mande quelle ligne décrit le point B, quand le point C se meut 

* AB 

sur une ligne donnée, droite ou courbe, et que le rapport — 

AU 

reste constant. 

Imaginons sur AB un point G' tel, que AC = AC, il décrira 
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«ne ligne semblable & celle que décrit B; leur centre de simili- 

AB 

tude sera À , et le rapport de similitude sera -rys» Il est évj- 

dent qu'on aura le lieu décrit par C en faisant tourner la ligne 
décrite par C , de l’angle CAB autour du centre A. 

5 1® Problème. Trouver un point tel , que ses distances à trois 
autres points A, B, C, soient dans des rapports donnés. 

On cherchera le lieu des points tels que leurs distances aux 
points A , B, soient dans le rapport donné ; on fera la même chose 
pour B et C; ces lieux seront deux circonférences que l’on sait 
construire, et le problème pourra avoir deux solutions, ou une 
seule, ou aucune. 

5 a* Problème. ( Fig. 70). Etant donnés un cercle O et 11/1 
point A, trouver le lieu des points PI tels, qu’en tirant la droite 
AN, P on ait . ' 

1 AM X AN = m‘, 


En désignant par n la longueur de la tangente AT rnepée de 
A au cercle donué , ou aura 

AM X AK =’ n*. 


Or AM X AN = îfi* ; doue AK ; AN V. n* m% 

Le rapport de AK à AN étant constant , le lieu des points PI 
sera , comme nous l’avons déjà vu , un cercle. 

Si le point A était dans l’intérieur du.cerçle donné, on aurait 
encore un cercle. S’il était sur la çircoufércnce meme, on au- 
rait, comme nous l’avons déjà vu, une droite perpendiculaire à 
la ligne AO. 

53 e Problème. (Fig. 71). Par un point donné A, on tire unç 
droite quelconque AB, terminée à une droite donnée XY; on 
mène AC telle, que P angle BAC soit égal à un angle donné et que 
P on ait ABxAC = m 1 ; on demande le lieu des points C. 

Abaissez la perpendiculaire AP ; tirez la droite AD qui fasse 
l’angle donné, avec AP, et telle que AP X AD= m a . Joignez D€ ; 
Jes deux triangles APB, ACD seront semblables, comme ayant 
un angle égal compris entre côtés proportionnels; l’angle C écra, 
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donc égal à P, et par conséquent droit. Le lieu des points C sera 
donc une circonférence décrite sur AD comme diamètre. 

54 e Problème. {Fig. 72). Trouver les points dois deux cercles 
donnés seront vus sous le même angle. 

Soit M un de ces points; si l’on en fait partir des tangentes 
aux deux cercles, elles devront former entre elles le même 
angle; les deux triangles AKM, HMD seront donc semblables, 
et l’on aura KM ; MH I! AK ; HD. 

Ce rapport étant Constant, on sait que le lieu cherché est un 

cercle. 

Si Pon demandait le point d’où trois circonférences seraient 
vues sous lé même angle, on l’obtiendrait par 1 intersection de 
deux cercles construits comme le précédent. 

55 « Problème. Par unpoint A., pris dans l’intérieur d’un angle 
donné B {fig. 73), tirer une droite ZU telle, que la surface du 
triangle ZBU soit égal à m a . 

Formez le parallélogramme AKBH , et faites-en un égal adja- 
cent ALMII. Le triangle ALQ étant égal a ZAK, le triangle 
ZBU est équivalent au parallélogramme connu KBML , plus le 
triangleQMU dont lasurface se trouve alors déterminée.Or QMU 
est semblable à ZBU, et ils sont par conséquent dans le rapport 

de UM à UB ; ce rapport est dope connu, et par suite celui de 
UM à UB; on peut donc déterminer le point U. 

Si lepointAétait extérieur {f‘g. 73 iis), on formerait de même 
les deux parallélogrammes égaux AKBII , HLM B , et tirant HZ 
parallèle à la droite cherchée AV, le triangle UZK aurait une sur- 
face connue, comme équivalente à MPZ qui est égal à BTV , plus 
le parallélogramme KAI JM ; on rentre donc dans le cas précédent 
par rapport au point H et aux deux lignes KS, KY. * 

56 e Problème. ( Fig. 74). Par un point M pris sur la ligne 
qui divise l'angle XAY en deux parties égales , tirer une droite 
telle j que la partie comprise’dans cet angle soit un minimum, ou 
que le triangle quelle détermine soit un minimum. 

1 Tirez BC faisant des angles égaux avec AX , A Y ; je dis qua 
foute autre droite DE sera plus grande; car si vous meuez la sv- 
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métrique IIF , vous aurez un trapèze DFEH dans lequel BC sera 
plus près de DH que de I' E , puisqu’on a DM ME ; donc 

BC < ï (DII + FE) ; or DH < DM + MH et FE<FM + ME; 

donc DH “}-FE<[DE +FH , et par conséquent BC< DE. 

2°. La même ligne BC détermine le triangle minimum de- 
mandé , car le triangle MCE est plus grand que BMD , puisqu’ils 
ont des bases égales BM , MC, et que la perpendiculaire abaissée 
du point E sur BC est plus grande que celle abaissée du point D. 

57* Problème. ( Fig . 76). Mener dans un angle donné A 
une droite minimum qui détermine un triangle dont la surface 
soit égale à m*. 

Si une droite BC fait des angles égaux avec les côtés AX, AY, je 
dis que toute droite qui déterminera un triangle équivalent à ABC 
sera plus grande. En effet, soit MN une de ces lignes; le point O 
où elle coupe BC doit être plus près de C que de B, sans quoi, 
d’après ce qui précède, MN serait prouvé plus grand que BC, 
Tirez les parallèles MD, NP, à BC; le triangle OCN doit être 
équivalent à MOB, et ayant une hauteur moindre, il faut que 
la base CN soit plus grande que BM , ou que son égale DC ; donc 
BC (MD + PN). Or on verrait comme précédemment que 

MN > £ (MD + PN) ; donc MN > BC. 

II suit de là que pour résoudre le problème, il faut faire sur 
les côtés AX, AY un triangle isocèle équivalent à la surface 
donnée; ce qui n’offre aucune difficulté. 

58 e Probième. {Fig. 76). Par deux points A , B , pris hors d’un 
cercle donné, mener deux sécantes qui se coupent en M sur le 
cercle et telles, que la corde XY soit parallèle à une ligne donnée. 

Supposez XK parallèle à AB, et tirez la droite KYO; les angles 
O , K , M seront égaux , et les triangles semblables OBY, ABM 
donneront BOxBA = BYxBM; 011 pourra donc déterminer 
à priori le point O, et il ne restera pins qu’à mener une sécante 
OK telle , que l’arc KY corresponde à un angle inscrit égal à 
KXY, qui est celui fotyné par la direction donnée avec AB. 
Pour cela, on inscrira d’une manière quelconque cet angle dans 
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le cercle , et on connaîtra ainsi la valeur de la corde KY ; la 
sécante OR , se mènera alors comme nous l’avons déjà vu. 

59 e Problème. (Fig. 77). Inscrire dans un cercle donné un 
triangle MXY dont les côtés prolongés passent par trois points 
donnés A , B , CL, 

Si l’on suppose XN parallèle à AB, la sécante NYD coupera 
AB en un point O qu’on déterminera comme dans le problème 
précédent; le point X se déterminera donc emmenant par les , 
deux points O et C des sécantes telles , que .la corde XN soit pa- 
rallèle à AB; ce qui revient au problème précédent. 

On peut généraliser ce problème et chercher , par des pro- 
cédés analogues, à inscrire dans un cercle donné un polygone 
d’un nombre quelconque de côtés qui soient astreints à passer 
tous, par des points donnés. Nous nous dispenserons cP en donner 
la solution. 

60* Problème. (Fig. 78). D'un point donné A, mener une sé- 
cante AMN à deux droites données B Y , BX, de manière que le 
rectangle AM X AN, soit égal à m“. 

Cherchez le lieu des points Z , tels que AU X AZ , soit égal 
à m 1 ; ce lieu sera , comme nous l’avons vu, un cercle passant 
par A ; et le point N sera déterminé par la rencontre de ce 
cercle avec BX. 

La surface donnée m* peut être aussi grande qu’on voudra; 
mais sa petitesse a une limite, parce que le produit AM X AN 
a un minimum. Pour obtenir ce minimum , on abaissera sur BY 
la perpendiculaire AK , qui doit passer par le centre du cercle ; 
on mènera un cercle tangent à BX , passant par A , et ayant son 
centre sur AK; il sera le plus petit qu’il puisse être pour ren- 
contrer BX, et déterminera le minimum du produit AMxAN. 

61 e Problème. (Fig. 79). Un trapèze ABCD étant donné, me- 
ner une parallèle XY à CD , qui divise sa surface en deux 
parties qui soient dans le rapport connu de m à n. 

On a AXYB ACDB IZ m l m -f- n. 

I * ■ »' »■ 

Or , OAB est à ACDB dans un rapport connu , puisque ces sur- 
faces sont connues ; on connaît donc le ràpport de OAB à AXYB, 


Digitized by Google 



/ 


( a<58 ) 

»>t yw\r suite île OAB à OXY, ou Je OA à OX, et enfin Je 
OA h OX. On pourra donc Jéterminer le point X. 

62' Problème. Partager un quadrilatère quelconque ABDC 
en deux parties qui soient dans le rapport de m ri n , par une 
parallèle ou par une perpendiculaire à l'un des.côtés. 

i°. Soit XY la ligne cherchée parallèle à CD (JifÇ. 80); le 
rapport Je AXYB à ACDB , sera celui Je m à m'+n , et la con- 
struction se. fera - comme Jans le cas précédent. 

2 0 . Soit XY perpendiculaire sur CD ( fig . 81); les surfaces 
des Jeux parties pouvant toujours être déterminées, si l’on 
abaisse la perpendiculaire AK à CD, la partie AXYK sera encore 
connue, et le problème reviendra au précédent. 

Théorème. {Fig. 82). Si de tous les. sommets d'un polygone 
régulier, on tire des perpendiculaires sur une droite donnée MN, 
leur somme. ( en donnant le signe + à toutes les perpendicu- 
laires situées d'un côté de la droite donnée, et le signe — à 
celles qui tombent de Vautre côté de cette droite) , sera égale 
à la perpendiculaire abaissée du centre du cercle circonscrit , 
multipliée par le nombre, des côtés. E11 effet ; 

i°. Supposons d’abord le nombre des côtés pair et égal à 
2m-, les sommets seront les extrémités de m diamètres, et d’a- 
près une propriété connue du trapèze, la somme des perpen- 
diculaires sera égale à deux fois la perj>endiculaire abaissée du 
centre , multipliée par le nombre des diamètres , ou à 2m fois 
cette perpendiculaire. 

2 0 . Supposons le nombre des côtés impair, et égala n; for- 
mons un polygone régulier de 2 n côtés , tel qu’en joignant leurs 
milieux de trois en trois, le polygone régulier résultant soit égal 
au proposé; la somme des perpendiculaires abaissées des som- 
mets A , B , C, D , etc. (Jig. 82 bis) du polygone de 2 n côtés, sera 
double de celles abaissées des sommets m , n , p, etc , du poly- 
gone de n côtés ; et la première somme étant égale à 2 n fois la 
perpendiculaire abaissée du centre, la seconde sera égale à n 
lois la même perpendiculaire. Ce qu’il fallait démontrer. 

Si l’on conçoit que la droite donnée MN s’élève parallèlement 
à elle-même, toutes les perpendiculaires diminueront d’une 
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même quantité , et par conséquent les deux membres de l’éga- 
lité diminueront également; le tliéorème aura donc toujours 
lieu, en considérant comme négatives les perpendiculaires qui 
passeront de l’autre côté de la droite mobile, parce qu’elles au- 
ront été diminuées de plus que leur grandeur. 

Lorsque la droite passera par le centre , on aura ce théorème 
que la somme des perpendiculaires abaissées des sommets d’un 
polygone régulier, inscrit ou circonscrit , sur un diamètre quel- 
conque , est égale à zéro. 

TiiéorJmjî. La somme des perpendiculaires abaissées d’un 
point intérieur sur les côtés d'un polygone régulier de m 
côtés, est égale à m. fois le rayon du cercle inscrit. Car la 
somme des triangles ayant pour sommet ce point intérieur, 
et pour bases les côtés du polygone , sera égale à l’un des côtés 
multiplié par la demi-somme des perpendiculaires. Or, l’aire 
totale est aussi égale au périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit On en conclut le théorème proposé. 

Si le .point A. était extérieur, l’aire du polygone serait la 
différence entre la somme des triangles partant de A, et ayant 
pour bases la partie concave vers A , et la somme de ceux 
qui auraient pour bases la partie convexe. Donc il faudra 
prendre, dans ce cas, la différence entre les sommes des per- 
pendiculaires abaissées de A sur la partie concave et sur la partie 
convexe du polygone ; celte différence sera égale à m fois le rayon 
du cercle inscrit. 

Si le polygone donné n’était pas régulier, mais avait ses côtés 
égaux, la somme des perpendiculaires serait encore constante et 
égale au double de la surface, divisé par'le côté. 

f>3* Problème. { Fig . 83). -Construire un triangle connais- 
sant deux côtés et la longueur de la ligne qui divise leur angle 
en deux parties égales. 

Soient a, b les deux côtes donnés ; le troisième sera divisé dans 
le rapport de ces côtés; on fera donc facilement une figure sem- 
blable à la figure chercliée, en prenant deux parties AB, BG 
dans le rapport de a à b , et cherchant un point M dont les 
distances aux points A , B , C , soient dans le rapport des trois 
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droites données. Cela fait, on prendra MH = q ? on tirera ITK. 
parallèle à AB, et MUR sera le triangle cherché. 

64 e Problème. (Fig. 84). Construire un triangle connais- 
sant le côté AB=a , l'angle B, et la somme ou la différence des 
deux autres côtés. 

i°. Prenez BM égal à la somme donnée des deux côtés; joi- 
gnez MA et élevez une perpendiculaire HO sur le milieu de 
MA , le point de rencontre O avec BM sera tel, que BO-f-OA 
sera égal à la somme donnée. 

n°. Portez la différence donnée de B en N, et élevez une per- 
pendiculaire RD 'sur le milieu de NA; BKA, sera le triangle 

cherché. , A 

65 e Problème. Construire un triangle connaissant un coté 

AB, un angle * et le rapport S des deux autres côtés. 

• Le sommet inconnu devra être sur le cercle qui sera le lieu 
des points dont le rapport des distances aux extrémités A et B 
sera £; si l’angle donné a est adjacent à AB, on coupera ce 
cercle par une droite menée par A, et formant l’angle * avec 
AB; si l’angle « est opposé à AB, on décrira sur AB un seg- 
ment capable de *,qui déterminera le sommet cherché. 

66* Problème. Construire un triangle, conniassant son péri- 
mètre ou sa surface , et deux angles. 

Vous construirez d’abord un triangle semblable au triangle 
demandé; vous déterminerez ensuite, l’un des côtés du triangle 
proposé, par la proportion entre les surfaces de ces triangles , et 
les carrés de leurs côtés homologues , ou entre leurs périmètres 
et leurs côtés homologues. 

67 e Problème. Construire un triangle , connaissant les trois 
hauteurs, c’est-à-dire les trois perpendiculaires abaissées des 
Sommets des angles sur les côtés opposés. 

■ On sait que dans tout triangle, les hauteurs sont réciproque- 
ment proportionnelles aux bases; oh connaîtra donc les rap- 
ports des côtés du triangle cherché, et l’on en pourra faire un 
semblable. On déterminera ensuite un des côtés cherchés, par 
une proportion entre deux côtés homologues et les hauteurs 

correspondantes. 
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68'PBOin.^îiE. (Fig. 85). Construire un triangle connaissant 
la base AB , l’angle y au sommet , et la longueur f de la ligne 
qui divise cet angle en deux parties égales. 

Sur AB décrivez un segment capable de l’angle donné y, et 
du milieu C de l’arc inférieur supplémentaire , tirez une corde 
CN telle que MN soit égale à la ligne donnée «1; ANB sera le 
triangle demandé; car l’angle N sera divisé par MN, en deux 
parties "égales. 

Si l’on donnait la ligne qui divise l’angle supplément, et non 
l’angle mémedu triangle , ce serait du point D, milieu de ADB, 
qu’on mènerait une droite telle que XY = la ligne donnée ; le 
triangle AXB serait le triangle cherché ; car XY étant perpen- 
diculaire sur XC , qui divise AXB en deux parties égales , divi- 
sera le supplément BXZ en deux parties égales. 

69*. Problème. (Fig. 86). Par trois points A, B, C, donnés, 
faire passer les côtés d’un triangle égal à un triangle donné. 

Sur AB et AC, décrivez des] segmens capables de deux des 
angles du triangle donné, et tirez MN égale au cété adjacent 
à ces angles. Joignez ensuite MB et NC; MNO sera le triangle 
demandé. 

70' Problème. (Fig. 87). Etant donnés trois pccnts A,B, C, 
en trouver un quatrième M, tel que les surfaces des triangles 
AMC, AMB, BMC, soient dans des rapports donnés. 

Les bases AC , BC étant données , ainsi que le rapport des 
deux triangles, si l’on tire MK et MH perpendiculaires. sur CA 
et CB , on connaîtra le rapport de MK à MH, et l’on pourra faci- 
lement construire la droite indéfinie CMD. On construirait de 
mèmè la droite indéfinie BME; ce qui déterminera le point M 
demandé. 

71 e Problème. (Fig. 88). Par un sommet A donné dans un , 
angle XOY, tracer un triangle' semblable à un triangle donné, 
et ayant' ses deux autres s&mmets sur les côtés de l'angle. 

Tirez par A une droite quelconque KH , le problème reviendra 
à inscrire dans le triangle OK1I , un triangle semblable à un 
triangle donné , et ; yant son sommet en A. Ce problème a été 
résolu précédemment. 
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72* Problème. ( Fig. 89). Trouver le triangle maximum, 
connaissant un angle A de ce triangle et la demi-somme » des 
côtés qui comprennent l'angle A. 

Tirez BC telle que, AB= AC=«; le problème sera résolu, 
car si AB diminue de BX , AC augmentera de CY = BX, et 
d’après ce que nous avons vu ( page 266) , le triangle OCY sera 
moindre que BOX; donc ABC sera un maximum. 

7 3 “ Problème. ( Fig. 90). Trouver le triangle maximum, 
connaissant la base AB et la somme 2 f des deux autres côtés. 

Le triangle isocèle AMB, dans lequel AM=r<T, est le triangle 
maximum demandé; car les droites MA , MB , faisant des angles 
égaux avec la parallèle XY à AB, pour tout autre point N de 
XY, on aurait N A + NB > MA -{-MB. Tous les sommets des 
triangles formés avec la somme donnée, seraient au-dessous de 
XY; ces triangles seraient donc moindres que AMB. 

74 e Problème. Former un triangle maximum , avec un péri- 
mètre donné. 

Ce triangle doit avoir ses trois côtés égaux ; car si deux côtés 
étaient inégaux, en laissant le troisième constant, on ferait un 
triangle plus grand , en conservant le même périmètre , d’après 
le problème précédent. Le triangle cherché devant être équila- 
téral , et le périmètre étant connu , on connaîtra Jes trois côtés. 

7 5® Problème. (Fig. 91). 'Trouver la plus petite corde que 
f on puisse mener dans un cercle O, par un point intérieur 
donné A. 

La plus petite corde étant la plus éloignée du centre, il suffit 
de mener par A une perpendiculaire BC sur OA; car pour toute 
autre direction DAE, la droite OA serait une oblique,* et la 
corde DE étant plus près du centre, on aurait DE>BC. 

76 e Problème. (Fig. 92). Faire le plus grand rectangle pos- 
sible avec une somme de côtés donnée. 

Soit AB la somme de deux côtés adjacens; pour faire avec 
cette somme un rectangle égal à un carré donné , on élève K.M 
perpendiculaire sur AB et égal au côté de ce carré , on tire par 
M la parallèle XY à AB , et de l’un des poi/its de rencontre on 
abaisse XP perpendiculaire à AB ; les segmens AP, PB sont les 
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côtés du rectangle. D’où il suit que le plus grand carré auquel 
puisse cire égal le rectangle proposé , est celui pour lequel XY 
sera tangent au cercle ; ce carré est donc celui du rayon , et 
lés deux côtés du rectangle sont les deux rayons AO, OB. Le 
rectangle .maximum est donc le carré fait sur laf moitié de la 
somme doiwée. 

77* PROELàsn:. f Jig. g3). Étant donnés deux points A", B, 
et un point quelconque M tel , que MA ±MB 2 a, on tire MN 

paraliùle à AB , et telle que MN soit à MB dans le rapport con- 
stant de mon. On demande quel doit être ce rapport pour que 
les points N soient tous sur une même perpendiculaire à AB. 

j°. Désignons par c la moitié OB de AB, et par x la distance 
de O au pied de la perpendiculaire MX à AB. On aura 

AM‘— MB 3 =AX*— BX‘=(AX + XB)(AX— XB )=acXai; 

or AM a — MB 1 = (AM + MB) (AM — MB) =aa (AM— MB); 


donc 


... f tcx ucx 

AM — MB =< — — . 

a a a 


La différence de MB à la. demi- somme a , devant être la moi- 


CJC 

tié dé la différence des deux parties , sera — ; de sorte que l’ex- 


pression de MB sera a— De plus, en tirant NP perpendi- 
culaire à AB, on a MN = OP — OX; on aûra donc • . 


C oc 

a — • — : op — x :: m : n-, 

a 


cette proportion donne 

na . i / nc\ 

- , OP = — ■ d — ( m lar. 

. m m\ a / 

Or, OP doit être indépendant de x; il faut donc que 


A. 


r*V 




-- x= m; d’où m l n c a, et OP == — . 
a s - ni 
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Telle doit être la râleur du rapport de m à n pour que les 
points N soient sur une même perpendiculaire, à AB. Le point P 
se déterminera par la relation 

‘ ' . « . v * N T ^ » M. \ 

♦ 0P- na = QXa . * ■ . ’ ’ 

4 m c 


• / »*. • '■ • ' t ' f V \ ' - . • f * 

a°. Si c’est la différence qui est constante, les mêmes con- 
structions conduiront à des résultats analogues; le rapport cher? 
, ché sera toujours celui de c à a, et la distance au milieu 6 sera 


aXa 


encore — — .Mais comme a se trouve dans ce cas plus petitqué c , 


le point P est entre A et B* tandis que dans le cas précédent* il 
était en dehors. 5 " 


Dans ces deux cas , la droite qui est le lieu des points N se 
nomme la directrice des points M- On en trouverait une symé- 
trique par rapport au point A. • ‘ * ' 

7 8 ‘ Problème. (Fig.yQ- Trouver un point tel, que les sommes 
ou les différences de ses distances à trois points donnés, pris 
deux à deux, soient égales à des quantités données. 

Soient A , B , C les trois points donnés , et *M le point cher- 
ché; construise* les directrices DX et ET relatives à CB , AC» 
et ahaissez sur elles les perpendiculaires MP , MQ. Le rapport 
de MC à MP sera connu , ainsi que celui de MQ à MC 5 on con- 
naîtra donc celui de MP à MQ. Le point M sera donc sur une 
droite menée par le point O , et facile a construire. Le rapport 
de OM à MP sera donc connu; or celui de MP à MC l’est déjà ; 
on connaîtra donc celui de OM à MC; et le point M sera par 
conséquent sur un -cercle qu’on sait construire; ce point sera 
donc déterminé par l’intersection de ce cercle avec la ligne droite 
déjà construite. t - 


79 e Problème. (Fig. g 5 ). Étant donnés deux points A, B, 
et une droite ST .trouver un point tel, que les différences ou les 
sommes de ses distances aux points donnés et à la droite, prises 
deux à deux , soient égales à des lignes données. 

Tirez la directrice XY relative à AB. ^ ' 1 . 
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i°. Si c’est la différence MP — MB qui est donnée , tire* UV 
parallèle à ST, à une distance égale à cette différence , vous au- 
rez BM = MO,et le problème reviendra au précédent, puis- 
qu’on connaît le rapport de MB à MK et à MO. 

2°. Si c’est la somme MB -f- MP qui est donnée, vous tirerez 
U'V' parallèle à ST, à une distance égale à cette somme; alors 
MB sera égale à MP' , et la construction sera la même. 

8o e Problème. (_yîg. 96). Trouver un point connaissant les 
sommes ou les différences de ses distances à un point donné A , 
et à deux droites données. 

On trouvera , comme dans le cas précédent, deux drditcs XY 
ZU , telles, que-AM=MQ et AM = MR. Il ne s’agira plus que 
de faire passer par le point A un cercle tangent à ces deux 
droites. ■ v . 

81 e Problème. Connaissant les sommes ou les différences 
des distances d’un point à trois droites prises deux à deux , 
construire ce point. 

D’après le problème précédent, cela reviendra k construire 
un cercle tangent à trois droites qui se déduisent immédiate-, 
ment des trois premières. 

Nous allons, au moyen de ces constructions , donner de nou- 
velles solutions de quelques-uns des problèmes précédées sur le 
contact des cercles. 

82 e Problème. {Fig- 97). Mener par un point donné A un 
cercle tangent à deux cercles ,ou à une droite- et à un cercle. 

i 0 .- Soit M le centre du cercle cherché ; les différences 
MC — MA , MB — MA , seront égales respectivement aux rayons 
des deux cercles donnés ; ce qui revient à l’un des problèmes 
précédens (page 274). 

2 0 . Soit XY {fig- 98) la ligne donnée, et M le centre du cercle 
cherché; on connaîtra dans ce cas les différences des distances de 
ce point à deux points et à une droite ; ce qui se résoudra comme 
précédemment ( page 274 ). 

83 * Problème. Mener un cercle tangent à trois cercles , ou 
à une droite et deux cercles. 

■ 18.. 
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i°. On connaîtra les différences «les distances du centré M 
aux trois centres À , B, C. . 

2°. On connaîtra les différences «les distances dn centre M à 
deux points et à une droite. 

Dans certaines positions «le contaèt intérieur , on pourra 
avoir des sommes au lieu de différences ; ce qui se ramènera aux 
problèmes précédons. 

Nota. Réciproquement , on pourra résoudre les problèmes 
précédons (pages 274) sur les distances, par les constructions 
des contacts des cercles; et je pense qu’on y trouvera quelque 
avantage. JTaî cru néanmoins qu’il serait utile d’en donner des 
solutions plus directes. Voici ces solutions; elles auront l’avan- 
tage d’exercer utilement l’esprit des élèves. 

Théorème. {Fig. 99). Prouver que les trois centres de si~ 
militude de trois cercles pris deux ci deux sont en ligne droite. 

Soient A, B, C les trois centres, et a , b , c les rayons^ cor- 
respondans ; soient O, P deux des centres de similitude; je dis 
que si l’on prolonge BC jusqu’à la rencontre de QP On Q, ce 
point sera le centre de similitude des cercles B et C , c’est-à-dire 
qu’on aura la' proportion QC '. QB c b. 


En effet, OB I OA ” b : a et PC : PA c : a ; 



PC . PA .. c . - 

OB *' AO b ‘ 1 ‘ 


Tirant BK parallèle à AP , on a 


QC : qb :: CP : bk 


CP . BK 
BO " BO 


CP AP- 
BO : AO*. 


Donc, à cause du rapport commun, on aura aussi 

qc : qb | : 1, ou QC : QBl: « : 5 ; 


ce qu’il fallait démontrer. 

Le même théorème aurait lieu en prenant deux centres do 
similitude inverses, conjointement avec l’un des prccédens. 
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Ki e Problème. Inscrire dans un triangle dopné un triangle 
minimum semblable à un triangle donné. 

■Prenez un triangle quelconque semblaldc au second triangle, 
el circonscriver-lui un triangle maximum semldable au pre- 
mier triangle, par le moyen d’une construction donnée précé- 
demment; vons aurez une ligure semblable à la proposée, qui se 
construira alors en reportant des longueurs proportionnelles à 
leurs correspondantes. 

85 e Problème. ( Fig. 100). Trois cercles quelconques étant 
donnés , décrire un triangle maximum circonscrit à leur sys- 
tème et semblable à un /■ iangle donné. 

Par les trois centres A , B , C des cercles donnés , faites passer 
un triangle XYZ maximum et semblable au triangle donné ; 
pgis menez des tangentes parallèles aux côtés du triangle XYZ ; 
elles détermineront le triangle DEF demandé. 

86* Problème. Inscrire dans un triangle donné trois cercles 
dont les rayons et les distances des centres soient dans des 
rapportrdonnés , et dont le système soit un minimum. 

Construisez trois cercles <|fu aient entre eux les rapports de- 
mandés , et, circonscrivez-lcur connue précédemment le triangle 
maximum; vous aurez une ligure semblable à celle que vous 
cherchez qui s’en déduira par des lignes proportionnelles. 

87 e Problème. Déterminer le nombre des polygones ré gui te fs 
de m côtés qu'on peut inscrire dans un cercle. 

Supposons la circonférence divisée en m parties égales , on 
aura un premier 'polygone eu joignant consécutivement les 
points de division. 

Soit maintenant n un nombre quelconque premier avec m ; 
si l’on joint les sommets de n en n, on n’tiura un nombre exact 
de fois la circonférence ou m subdivisions, qu’après avoir porté 
m cordes consécutives soutendant n subdivisions chacune; d’où 
il résultera un polygone régulier de m côtés de forme étoilée. 

Si n avait un facteur commun * avdc m , pu aurait m = uni 
ntezan ; et portant n subdivisions à la fois, on aurait 11 11 nombre 
divisilde par m après m' opérations. Le polygone n’aurait donc que 
ru côtés , et ceux de m côtés 11e pourront s’obtenir qu’en prenant 
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pour n des nombres premiers avec m. Ces nombres peuvent être 
plus petits ou plus grands que m; mais quand on les porte sur 
la circonférence, on trouve les mêmes points que si l’on consi- 
dérait le reste de leur division par m : il suffit donc de considérer 
les nombres moindres que m. 

Pour connaître la somme des angles d’un pareil polygone , 
soit n un nombre premier avec m, et plus petit que - m; ce 


qui donnera le même polygone que m — n. L’angle de deux 
côtés consécutifs sou tend un arc égal à m — an subdivisions 

qui mesurent chacune — angles droits ; multipliant donc m — an 

/J, 

par — et par le nombre m des angles , puis prenant la moitié , 


vu que les angles sont inscrits, on aura am— 4 n, 

Lorsque n= 1, la somme est 2 (m — a), ce qui donne le théo- 
rème connu pour les polygones ordinaires convexes. 


Problèmes et Théorèmes à résoudre et à démontrer. 


aa 8 . Problème. Trouver le lieu des points tels , que la somme 
des carrés de leurs distances aux côtés d’un polygone régulier 
soit donnée. 

Problème. {Fig. 101). Etant données deux droites qui se 
coupent en O , et un point A , on mène des couples quelconques 
de sécantes telles que AX , A Y j on joiut XU , ZY ; trouver le 
lieu du point M de leur intersection. 

Problème. {Fig. 102). D’un point donné A , on mène à un 
cercle des sécantes quelconques AX , AY ; on joint les quatre 
points X, Y, Z , U deux à deux ; il faut déterminer le lieu des 
rencontres M et N. ■ # , 

Quand A est hors du cercle, le lieu demandé est la droite 
qui passe par les points de contact. Lorsque le point donné n’est 
pas extérieur, le lieu cherché est une droite qui ne coupe pas 
le cercle. . 

On en déduit les théorèmes suivans : ; _ 
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. Théorème. {Fig. io3). Lorsque par un point quelconque M 
d’une droite donnée , on mène des tangentes à un cercle , la 
ligne XY qui joint les points de contact passe par un poiqt . 
constant. 

11 en serait de même si, au lieu de mener des tangentes, on 
tirait des sécantes, et qu’on joignit leurs points deux à deux 
comme précédemment. , 

Théorème. {Fig. io4). Si l’on prolonge les côtés opposés d’un 
quadrilatère inscrit, ainsi que les tangentes menées par les som- 
mets opposés, les quatre points de rencontre X, Y, Z, U seront 
en ligne droite. 

Problème. Etant données quatre droites situées d’une ma- 
nière quelconque dans un plan, mener une droite telle, que les 
trois parties interceptées entre les premières soient dans des 
rapports donnés. 

Théorème. L’aire du dodécagone régulier inscrit est égale à 
trois fois le carré du rayon. 

Théorème. Le carré,du côté du pentagone inscrit e6t égal au 
carré du rayon , plus le carré du décagone. 

Théorème. {Fig. io5): Si sur les trois côtés d’un triangle rec- 
tangle ABC on décrit trois demi-cercles, la somme des deux 
lunulles, BmCnB , ApBqk, comprises entre la demi-circonfé- 
rence décrite sur l’hypoténuse et les deux autres circonférences , 
est égale à l’aire du triangle ABC. 

Théorème. Si d’un point donné on mène à un cercle deux 
sécantes perpendiculaires entre elles, la somme des carrés des 
cordes sera constante. 

Théorème. Si par les sommets d’un triangle , on mène des 
tangentes au cercle circonscrit , leurs points de rencontre avec 
les côtés, opposés seront en ligne droite. 

Problème. On inscrit un carré dans un autre, en partageant 
les côtés de celui-ci dans le rapport de ma n-, on en inscrit un 
dans le second de la même manière, et on continue ainsi indé- 
finiment. On demande , 

i°. Au bout de combien d’opérations la somme des carré» 
inscrits sera égale à une surface donnée , ; 
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a*. Lalimitevers laquelle terni lasomtne indéfinie dé cos carrés 
' Problème. (F/g\ iofî). Etant donnés un angle et un point A, 
mener une sécante AXY telle, que AX XXY 

Problème. Construire un triangle, connaissant l’.ingle au som- 
metjla somme et la difTérencc des côtés qui le. comprennent» 
et la somme ou. la différence de la base et de la hauteur. 

* 

Problème. (Fig. 107). Etant donnés deux points A, A', et 
une droite BC, trouver sur cette droite deux points X, Y, tels, 
qu’en les joignant à A et A', les angles XAY, XA'Y, soient 
égaux à des angles donnés. 

Problème. Construire un quadrilatère, connaissant les' côtés 
et la surface, ou. les côtés et l’angle des -diagonales, ou lés angles 
et les diagonales, ou enfin les angles, la surface et le périmètre. 

Problème. Construire un triaugle, conhaissant là base, la 
hauteur et la différence des angles à la base. 

Problème. Construire un triangle , connaissant l’angle au 
sommet, la hauteur et la ligne menée du sommet au milieu de 
la lia se. 

Problème. (Fig. 108). Etant donnés quatre points A , Bj C, D 
enligne droite, mener par ces points quatre droites qui forment 
un quadrilatère XYZU donné d ’ espèce , c’est-à-dire semblable 
à un quadrilatère donné. 

Problème. A un quadrilatère donné, inscrire ou circonscrire 
un quadrilatère donné d’espèce. 

Problème. Inscrire dans un cercle donné un triangle dont 
deux côtés passent par des points donnés, et le troisième soit 
parallèle à une ligne donnée. 

Problème. Inscrire dans un cercle un polygone d’un nombre 
donné de côtés, dont les uns' passent par des points donnés et les 
autres soient parallèles h des lignes données. • • 

Problème. (Fig. 109). Trouver le lieu des points desquels les 
parties AB, CD d’une droite donnée MX seront vues sous le 
méfie angle. ^ 1 - M 

Problème. Trouver le lieu des points tels’que la somme des 
carrés de leurs distances aux sommets d’un polygone régulier, 
soit constante, ou soit un minimum. 
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Problème. Etantdonnés un poiut A Pt des droites faisant entre 
plies des angles égaux autour île ce point, trouver le lieu des 
points tels, qu’on abaissant sur elles cK's perpendiculaires, la 
somme des carrés des distances du point A à leurs pieds soit 
constante. 

Problème. Deux droites quelconques étant données dans un 
plan , mener par un point donné du même plan une sécante* 
telfc, que les segmens qu’elle détermine sur les premières, et . 
comptés à partir de deux points donnés sur ces lignes , soient 
dans un rapport donné. 

Problème. Etant donné deux parallèles et deux points pris ». 
respectivement sur elles, mener par un point donné de leur 
plan une sécante telle, que le rectangle des segmens de ces pa- 
rallèles comptés à partir des doux premiers points soit donne. 

Problème. Résoudre Ja question précédente dans le cas où 
les deux droites, au lieu d’étre pari'lèlcs, feraient entré elles 
un angle quelconque. 

Problème. Partager une droite donnée en deux segmens tels , ’ 
que le carré de l’un soit dans un rapport donné avec le produit 
de l’autre par une ligne donnée. 

Problème. Etant donnés trois points sur une droite, en 
trouver un quatrième sur la même ligne, de telle sorte, quc'le 
carré de sa distance à l’un des trois premiers points soit dons un 
rapport donné avec le produit de ses distances aux deux autres 
points. 

Problème. Etant donnés quatre points sur une droite, en 
trouver un cinquième stir la même ligne, de manière que le 
rectangle de ses distances à deux d’entre eux soit-dans un rap- 
port donné avec le rectangle de ses distances aux deux autres. 

Problème. Par un point donné, nieuer une droite telle, que la 
partie interceptée entre deux circonférences concentriques soit 
égale à une quantité donnée. 

Problème. Etant données deux circonférences dont l’une est 
intérieure à l’autre, mcnër par le poyit où la plus petite ren- 
contre la ligne des centres, une droite telle, que la partie com- 
prise outre les deux cercle# soit dopnéc. . 
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Problème. Etant donné un augle d’une grandeur constante 
dont le sommet est fixe et dont le rectangle des côtés est con- 
stant, trouver la ligne que décrit l’une des extrémités d’un des 
côtés de l’angle quand l’autre extrémité décrit un cercle donné. 

Problème. Etant donnés deux points sur une droite, trouver 
le lieu des points tels, qu’en menant par ces points deux lignes 
parallèles à des droites fixes, le rapport des distauces de leurs 
pieds aux deux points fixes soit constant. . * 

Problème. Trouver le lieu des points tels , que le carré de 
leur distance a un point fixe, soit égal au rectangle fait sur une 
longueur donnée , et leur distance à une droite donnée. 

Problème. Etant donnés deux points fixes, trouver le lieu des 
points tels, que le carré de leur distance 'au premier point, soit 
dans un rapport donné avec le carré de leur distance au sccoud 
point augmenté ou diminué d’un carré donné. 

Problème. Etant donnés des points en nombre quelconque sur 
un plan, en trouver un autre tel, qu’en y faisant passer une 
droite quelconque, la somme des perpendiculaires abaissées «ur 
elle des points situés d’un même côté, soit égale à celle des per- 
pendiculaires abaissées des autres points. 

Problème. Etant donné le périmètre d’un polygone variable, 
trouver la valeur de ses côtés quand il devient maximum. 

Problème. Tous les côtés d’un polygone moins un étaut don- 
nés, déterminer ce dernier de manière que le polygone soit 
ntaximum. 

Problème. JLtant donné les côtés d’un polygone, déterminer 
les conditions pour que son aire soit maximum. 

Problème. .Former le polygone maximum avec un périmètre 
donné. 





Des Points , des Lignes et des Surfaces dans Bèspace; 

aag. Tons les problème* de Géométrie ont pbur objét de dé- 
couvrir 'des rapports , ou d’exécuter graphiquement des con- 
structions demandées. Dans le premier cas, on peiit, comme 
dans les théorèmes , supposer fait tout ce qui est démontré pos- 
sible"; dans le second cas, il faut avoir égard aux difficultés que 
présente l’imperfection des instrumens : ainsi , comme ils ne 
peuvent décrire les lignes que dans des plans résistans, on de- 
vra toujours supposer ces plans primitivement établis , sans 
quoi les constructions seraient impraticables'. Mais comme ces 
plans matériels seraient impénétrables , cette_ supposition de- 
vient réellement impossible dans lai pratique, et on a cherché 
à ramener le plus possible les problèmes graphiques à des con- 
structions faites dans un seul plan. Cette réduction ne saurait 
avoir lieu que" lorsque les choses demandées sont comprises, au 
moins séparément, dans un même plan. Par exemple, elle est 
possible, si l’on demande le rayon d’une sphère tangente à 
quatre sphères données, et impossible s’il s’agit de construire 
une pyramide sous des conditions quelconques. «• . 

Nous ne nous astreindrons pas,*dans ce qui suit, a ramener 
tout à des constructions dans un plan unique ; ce sera là l’objet 
d’une théorie particulière. Nous regarderons un plan comme 
déterminé par trois points non en ligne droite, et nous sup- 
poserons possiblê d’y exécuter toutes les constructions connues.. 
Nous nous occuperons ensuite de réduire les constructions y 
autant que possible, à des constructions faites dans un seul 
plan, et de n’exécuter bors de ce plan que les cliose$ qui par 
leur nature ne peuvent y être, comprises. 

Pour éviter de reporter ailleurs un grand nombre de propo- 
sitions qui seront plus à leur place dans cette partie de la 
Géométrie, nous supposerons opnnues les formules élémentaires 
de laTrfgonométrie. 

i er Problème. Etant donné un nombre quelconque de plans 
et deux points A, B pris sur deux d'entre. eux , trouver le plus 


fc 
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court chemin de P un <7 ['autre point' sans sortir des pians 
donnés (Mg. 110 ). 

Supposez. que ces plans se rabattent sur l’un d'eux, a la suite 
les uns des autres ; la ligne la plus courte tracée sur leur sys- 
tème de A en 11 se sera développée sans changer de grandeur, 
ainsi que toutes les autres que l’dh aurait pu y tracer ; elle sera 
donc encore la plus courte après le rabattement ; elle sera doue 
la tiroite menée de A à B : d’où il suit que pour trouver les 
points où le plus court .chemin coupe les intersections succes- 
sives dc^ dilTérens plans , il sutlit de .construire sur un plan le 
système rabattu , de joindre les points A, il par une droite) et 
de reporter les points de rencontre que l’on obtiendra, sur le 
système proposé. 

2* Problème. Trouver le plus court chemin sur la surface 
d’un cylindre vu d’un cône quelconques. 

X unc et l’autre surface étant la limite de surfaces composées 
de plans dont les arêtes^ sont toutes parallèles ou passent par 
un même point, ce qui précède leur est applicable. I.o plus 
court chemin sera donc la cou ri je qui se développesa avec la 
sui facti suivant la droite qui joindra les deux points rabattus. 
Polir le cylindre, ce sera un arc d’hélice. 

3 e Problème. Trouver la valeur de la projection d’une 
su face plane sur an plan donné , connaissant cette surface et 
l’angle des deux plans. 

Pour y parvenir, menez dans la surface des cordes indéfini- 
ment rapprochées, perpendiculaires à l’intcifcction des deux 
.plans; vous formerez ainsi uue suite de rectangles inscrits; leur 
somme aura pour limite la surface donnée? et la somme de 
leurs projections aura- pour limite la projection de la meme 
surface. Or, chaque rectaugle et sa projection ayant une base 
commune, le rapport de ces deux rectangles sex-a le même que 
««■lui de leurs hauteurs, c'est-à-dire le cosinus de l’angle des 
deux plans;. la projection totale .des i-eetanglés est donc égale à 
leur somme multipliée par le cosinus de cet angle; et d’après 
le théorème des limites, la projection de la surface est égale à 
cette surface multipliée par cç même cosinus. 
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TnÉoiui'Nrr. La somme, des carrés des cosinus des angles 
qu'une droite forme .avec trois droites 5 perpendiculaires entre 
elles est -égale à l’unitc. * 

Ei\ effet , l’angle de deux droites qui ne se coupent pas étant 
celui que forment des parallèles à ces droites menées par un 
même point, on pourra supposer la droite menée par le point 
de rencontre des trois droites. Or, si Von prend sur elle une 
longueur égale à l’unité,- et qu’on forme un parallélépipède 
dont elle soit la diagonale, et dont les trois droites.données- fas- 
sent un des angles solides, les trois prêtes conjiguits seront les 
cosinus des angles que fait avec elle la diagonale. Majs , dans 
un parallélépipède rectangle, la Somme des carrés des trois 
arêtes est égale au carré de la diagonale; la somme des carrés 
des cosinus est donc égale à l’unité. 

TuéonbiE. La stomme des carrés deS cosinus dbs angles 
qu’un plan forme avéc trois plans rectangulaires , est égale à 
l’unité-, car ces angles sont les mêmes que ceux que formerait 
la perpendiculaire à ce. plan avec les perpendiculaires à chacun . 
des trois autres. • 

Théorème. • Le carré dune surface' plane est égale à la 
somme des carrés de ses projections sur trois plans nectangu- 
l a ire s , car chaque pro j^t îoi; est égale a Ta surface multipliée 
par le cosinus de l’angle de projection , et la somme des cqjrés 
de ces trois cosinus est égale à l’unité. 

Thùokkme. Le. carré d’une rÿoite est égal à la somme 
des carrés dé ses projections sur trais droites rectangulaires, 
car chaque projection est* égalé a la droite multipliée par le 
cosinus de l’angle que cette droite fait avec sa projection. 

4 e Problème. Étant donpés les angles que deux droites 
forfnent respectivement avec trois droites rectangulaires AX , 
AY , AZ (Jig. ni), trouver l’angle 8 que ces deux droites font 
entre elles. - ’ ’ 

Ou tirera , pür l’origme A , des parallèles AM , AM' $üx 
droites proposées ; l’angle MAM' sera égal à 8. Soient a , C , y? t 
y' les angles que AM et AM' forment respectivement avec 
les axes AX , AY, AZ; prenons deux points arbitraires. M, M', 
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sur les deux droites; nommons x ,y , z et x' ) y' , z les di- 
stances de l’origine A aux pieds des perpendiculaires abaissées de 
M et M' sur les axes AX , A Y , AZ. Nous aurons • • 


■ 


cos « = ■ 


AM* 4 - AM'* — MM ' 1 


a AM X AM' 


Or, = + AM' 1 — ar / ‘+y>+ a '*j 

' MM'* = (X - x'y + (y —ÿy +(z— z'y, 


:/• >; 

«Poù ' # 


» co s C 


x' x" 4-y y" 4- z' if 
AM X AM' • • 

i=,' 


^ W' = °““’ ïk=“ sC ' 


• :*r 

r 

. Donc 


^=cosC\ r ; T = cosy, ~=:cosy. 


cos 9 = ‘00s « cos m 4 - 00s C cas G' -f- cos y cos ÿ.> 

Bemarqüf.. Si les deux droites étaient perpendiculaires Pune 
à l’autre, oa aurait * 

cos « cos st' 4 " cosC cos C 4- dbs y cos y' = o. 

w ■ ' 

Corollaire. Ces formules conviennent au cas de deux plans; 
car leur angle est le même que celui de deux droites qui leur 
seraient respectivement perpendiculaires. 

Corollaire. Soient deux systèmes de trois droites rectangu- 
laires x,y, z et x’, y’, fc'. Soient • , £ , y les trois angles que fait j?' 
avec les droites x,y, a; * , G', y' oeux que faity avec les mêmes 
droites, et <*", €",y" ceui que fait a' avec ces droites. On aura 
• <■ . * ô 

cos* «4* cos* C 4- cos * y — 1 , cos* «' 4* cos* £'4- cos*.y = i> 
.•* cas* «" 4 " cos* £" 4 - cos* y'— 1 ,* . . 

% cos » cos et' 4- cos £ cos 6 ' 4 - cos y cos y' = 0 , > 

côs <t ços a'' 4 * cos £ cos £" 4 - cos y cos y" == o , • 

v cos •' cos a* 4 * cos £ cosC" 4- cos y cos y" = 0. 
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Mais, en comparant .semblablement les droites x,y , t au 
système x' , a', il vient t • 

- • ; 

COS* A -f-cos* *' + cos* a." = 1 , cos* C + cos* C -f- COS* f " =5: l 

cos*y + cos* y -f- cos*,^' = î , • 

eos « cos £ -f- cos a cos y -J- cos f cos y c= o j » 
cos a' cos Æ' -f- cos «' cosj/ 4* cos T cos ÿ — O, 
cos <t* cos C -f- oos a" cos y" cos £" cos y" = o. “ 

Ces deux systèmes d’équations doivent être identiques, puis- 
qu’ils expriment chacun les conditions pour que les deux Sys- 
tem es des trois droites soient rectangulaires. 

5* Probiæme. Etant données les projections d'une surface 
plane sur trois plans rectangulaires, trouver s* projection sur 
un autre plan quelconque faisant avec les troifpremiers les an- ‘ 
gles*,C,y. 

Soit 77i la surfaèe donnée, et a, b, c les trois angles qu’elle 
fait avec les plans donnés , ses projections seront Respectivement 

- s , . V.. / . ■ * * 

i p — 77i cos a, p' = 77i cos 5 , p" — m cos c. • m 

Si on les projette toutes les trois sur le nouveau plan, et qn’on 
ajoute les trois projections , on aura • • 

Tri (cos a cos * -f- cos b cos S -f- cos c cos y), , ' ” 

'XT ♦ .... ’* 

ou m cos V, en nommant V l’angle du plan de la surfkee avec 
celui sur lequel on la projette. : ce sera donc la projection de la 
surface m sur le quatrième plan. La désignant par M, on aura * . 

alors la formule générale * 

bH = pcos*+p' cos C-j-p” cos y. . ’ ‘ ’ 

Coboixaire. Soient m , m', m ",. . des surfaces planes en * 
nombre quelconque dont on .connaît les projections sur trois 
plans rectangulaires > on. aura encore leur projection sur un 
autre plan quelconque, en y projetant les trois premières et fai' 
fiant leur somme. "v 

Théorème. La somme des carrés des projections d'un, nombre 
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quelconque de surfaces planes sur. trois plans rectangulaires 
quelconques est constante^ , >■ . ; . 

' Eu effet, soient A, A', A" les projections île ces surface -sur 
un des sustentes rectangulaires, et B, B', B" les projections sur 
un autre système quelconque , on aura, par la 'proposition pré- 
cédante , eh appelant et, C, -y les angles que le plan 3e B forme 
•'avec ceux de A, A' ? A" , et ainsi des autres , 

B = A cos et -f- A' cos £ -J- A" cos y, 

*B' = A cos et' -f- A' cos €' + A" cos y', 

. • V- ■ B® == A cos tt" -f* A' cos C -f- A* cos y". 

%, 9 ’ 

Ajoutant les carrés de ees équations , et réduisant d’après Jes 
relations connips, il vient • « « , * • > 

B a *-f- B' 2 -f B" i = A 2 -f A ,a 4- A" 1 ; 

• • * . C * • *- r . 

. J . ' , % ' # . f 1 ■ % •. 

1 ce qui démontre le principe énoncé. ’ , 

6* Problème.' Trouver le plan ‘sur lequel la somme des pro~ 
jetions de surfaces planes quelconques est un maximum. 

De l’équation précédente on tirç r 


A = \/B 2 -f- B a -j- B"* — A'“ — A"®. 

Cette valeur sera maximum quand on aura , A' = o et A" = o , 
car B* -f- B 2 -f-B”“ est constant. Mais alors les valeurs précé- 
dentes de B , B' , B" , deviennent ' - . 

-, ' ‘ B=^:A cos«jB'=A cos* / , B*=À cos«®. . ’ ~ t 

*. • B . • ‘ B' 

Donc, cos •— 


, r-S= , CO S m 

y/B^B^+B" 1 


V/B a -+-B' a +B"V ,■ 


B* < 


cos« =- 


- ’ t/B 1 + B'^-J-B"* 


Çe'qui fait connaître les angles'que le plan de la plus grande pro- 
jection fait avec les trois plans rectangulaires relatifs aux pro- 
jections B , B' , B". Sa direction seule se trouve déterminée; et 
en. effet, sur tous les plans parallèles, les projections sont égales. 
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Théorème. La somme des projections des aires, ra,m',m* f etc., 
est constante sur tous les plans qui font le même angle avec celui 
de la plus grande projection. 

En effet , soient q, q', q", les angles que fait un plan quel- 
conque avec les plans B, B', B" ; on aura , en désignant par C la 
projection sur ce plan ; 

C=B 00s <7 -f- B' an q' -{- B” cos q m . 

Or, B= A cos «, B' = A cos •' , B*= A con •" ; 

donc C= A.(cos*cosq4-cos*'c6s<7 , -f-cos«‘cosq")=5 A cos V, 

en désignant par V l’angle du plan C avec le plan de la plus 
grande projection. La projection C ne dépend donc que de l’an- 
gle V, et sa valeur en fonction de B, B', B*, est 

C=cosV X V B*-f-B'*~f- B*\ 

Il en résulte que cette projection sera nulle pour tout plan per- 
pendiculaire à celui de la plus grande projection. 

Remarque. Toutes les propositions précédentes s’appliquent 
immédiatement aux projections des lignes droites sur trois axes 
rectangulaires. 

7 e Problème. Trouver le plus court chemin entre deux 
droites. 

Si l’on conçoit par ces droites deux plans parallèles et une 
perpendiculaire à ces plans se mouvant le long d’une des droites , 
elle tracera sur le plan de l’autre une parallèle à la première; et 
si on l’arrête au point où cette parallèle coupe la seconde droite , 
elle sera à la fois perpendiculaire sur les deux droites données , 
et en sera la plus courte distance; car la ligne qui en joindrait 
deux autres points quelconques serait plus grande que la per- 
pendiculaire comprise entre les deux plans. 

8' Problème. Une droite se mouvant parallèlement c un 
plan donné, et s'appuyant sur deux droites fixes , on demande 
le lieu des points qui la diviseront pour chaque position dans 
le rapport constant de mà n. 

Soient les deux droites XY, ZU (Jig. 1 1 3), et AV une parallèle 
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à XY menée par un point quelconque A de ZU. Soient MN, NP 

les intersections d’un plan quelconque parallèle au plan donné 
avec les deux plans XY AV , V AU , ces deux lignes seront de di- 
rection constante, et MP sera une quelconque des lignes en 
question. Soit K. le point qui partage MP dans le rapport de ma n ; 
menons K1I parallèle à MN, la ligne PN sera aussi partagée 
dans le rapport de m à n; le lieu des points H est donc une droite 
passant par le sommet A , et les points K sont dans le plan mené 
par cette droite parallèlement à MN. Mais ils sont aussi dans un 
plan parallèle aux deux droites, puisque toutes les droites inter- 
ceptées entre trois plans parallèles sont coupées dans le même 
rapport ; donc le lieu cherclié est l’intersection de ces deux 
plans , et par suite ce lieu est une droite parallèle à un plan qui 
serait parallèle aux deux droites données. 

Tiiéobème. Si l’on divise deux côtés opposés d’un quadrilatère 
gauche quelconque dans le rapport de m à n , et les deux autres 
dans le rapport de p a q , les deux droites qui joindront les 
points de division des côtés opposés, se couperont, et leurs seg- 
mens seront dans le rapport de ceux des côtés opposés. 

En effet , soit XY (Jig. ii3)la droite qui partage lescôtés AC, 
BD dans le rapport de m à n, elle sera parallèle au plan parallèle 
aux côtés AB , CD. Or, les points qui divisent cette droite et les 
autres parallèles au même plan, comprises entre AC et BD,dansle 
rapport constant dep'aq, doivent être en li gne droite; et comme les 
deux lignes AB, CD , sont dans le cas de ces parallèles , il s’en- 
suit que si on joint les deux points qui les divisent dans le rap- 
port de p à q , la ligne ZU qu’on obtiendra coupera XY dans le 
même rapport de p à q. De plus , ZU sera partagée dans le même 
rapport que AC et BD, puisque les droites XY, AB et CD sont 
comprises dans trois plans parallèles. Le principe est donc dé- 
montré. 

9* Phoblème. Trouver le point d'intersection des droites qui 
joignent les milieux des arêtes opposées d’une pyramide trian- 
gulaire SABC ( fig. n4): 

Joignez d’abord les milieux M ,N de SC et AB, puis les mi- 
lieux P, Q de SA et BC; d’après le théorème précédent, les 
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droites MN, PQ , se couperont dam leurs milieux respectif^. Si 
l’on joint ensuite les milieux R, S, de SB et AC , le quadrilatère 
gauche SBAC fait voir que RS et PQ se coupent aussi en leurs 
milieux; les trois droites passent donc par un même point O, où 
elles se coupent en deux parties égales. 

Pour connaître la position de ce point dans la pyramide , on 
remarquera que sa distance à l’une quelconque des faces, à ABC 
par exemple, est le quart.de la distance correspondante de S à 
ABC , car la distance de O à ABC est la moitié de celle du point 
R à ABC , et la distance de R à ABC est la moitié de celle de S à 
ABC. 

On verra par la suite que le point O est le centre de gravité 
du volume de la pyramide. 

10' Problème. ( Fig . 1 15 ). Dans unepyramide SABC, on fait 
une section quelconque MNP parallèle à la base , on joint les 
milieux, m , n , p , des côtés de cette section aux sommets opposés 
A ,C,B, de la base ACB; leg trois droites que Von obtient se 
coupent en un même point dont on demande le lieu. 

Je dis d’abord que les trois droites mA, nC , pB se coupent en 
un même point. En effet, mn étant parallèle à AC, les droites 
mA, nC se coupent en un point O, où elles sont divisées dans 
le rapport de mn à AC. Mais de même pB et nC se coupent en 
un point qui les divise dans le rapport de pn à BC , qui à cause 
des triangles semblables est le même que celui de mn à AC; ces 
trois droites se coupent donc en un même point. 

Soient K,H,L, les milieux de AB , BC, AC; la droite An» 
étant dans le plan ASH , coupera SV ; semblablement nC et pB 
couperont SV ; et comme les trois droites mA, nC, pB, passent 
par un même point O et ne sont pas dans un même plan , elles 
ne peuvent rencontrer une même droite qu’au point même où 
elles se coupent; donc le point O est sur la droite SV qui est 
par conséquent le lieu cherché. 

On peut remarquer que le point O est à la fois dans les trois 
plans APN,BMN,CMPj; ce qui fourni tj une autre manière d’énon- 
cer le tjiéorèqie. 

1 1* Problème. Trouver la diagonale et le volume d'un pa- 

» 9 .. 
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y rallélipipède , connaissant les trois arêtes contiguës et les angles 
n , G, y, que ces arêtes forment entre elles. ’ 

Soient O, b, c , les longueurs des trois arêtes, la diagonale D 
' sera donnée par la formule 

3 ab cosaè-f-aic oos éc-f- aac oos ac (*) , 
et le volume V aura pour valeur 

aabc \J sin sin (^~) sln (^=^) sin (-±f=-“). 

Ces formules se trouvent dans la Géométrie de M. Ijegendre. 

îa' Problème. Trouver tous les points de l'espace également 
éclairés par deux lumières. 

Si l’on fait passer un plan par les deux points lumineux , le 
lieu des points également éclairés dans ce plan sera, comme nous 
l’avons vu précédemment, un cercle ayant son centre sur la droite 
qui joint les deux premiers points. Faisant tourner le plan au- 
tour de cette droite , le cercle sera toujours également éclairé , et 
décrira ainsi une sphère qui sera le lieu cherché. 

Nota. On peut de la même manière se proposer sur le plan 
et la sphère un grand nombre des problèmes traités précédem- 
ment sur la ligne droite et le cercle ; on trouvera facilement les 
énoncés et les solutions de ces problèmes ; nous nous dispense- 
rons de les indiquer. 

i3* Problème. {Fig. î id). Etant donnés m points A , A', A", 

A",. . . , en trouver un dont la distance à un plan quelconque 
soit moybknb entre les distances de tous les autres points au 
même plan , cest-à-dire , soit égale à leur somme divisée par 
leur nombre. 

Prenons d’abord le milieu B de AA' ; le double de sa distance 
à un plan quelconque S sera égal à la somme des distances 
de A et A' au même plan ; qu’on prenne ensuite BC égal au 
tiers de BA" , je dis que le triple de la distance de C à S sera égal 
à la somme de celles des points À , A', A" ; en effet , soient P , Q , R 


(*) Oa désigne par cos ab le cosinus de l’angle forme par les arêtes a , b. 
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les pieds «les perpendiculaires, et A'V parallèle à PR, on aura ' 
3TJQ ss nVP + A"R. 

Ajoutant au premier membre 5CU,et au second aBV, qui 1 
lui est égal , on aura 

3CQ = aCP + À*R. 

Mais bBP est égal h la somme des distances des points A et 
A à S; donc, 3 fois la distance du point C à S égale la somme 
des distances des points A, A' , A" au même plan S. 

On joindrait semblablement C avec un quatrième point A", 
et on prendrait CD égal au quart de CA"'; le point C serait tel 
que quatre fois sa distance à un plan quelconque serait égale 
à la somme des distances correspondantes des quatre premiers 
points au même plan', et ainsi de suite. 

On parviendra donc toujours de cette manière à un point O tel 
que sa distance a un plan quelconque , sera la moyenne distance 
de tous les autres au même plan. 

La loi précédente est facile à saisir. Nous allons faire voir 
qu’elle est générale. Soit N ( Jig. 116 bis), le point obtenu par 
les n premiers, et P le (n -f- i ) timé ; on aura par la même con- 
struction, en prenant NK égale à la (n -f- partie de NP, 

(n + i)xRM = nXNL + SQ. 

Ajoutant au premier membre (n -f- i)KIt , et au sccoud son. 
égal PS, il vient s 

(/» + t) X KM = » X RL -f PQ; 

ce qui démontre la loi énoncée. 

Si l’on ne considère qu’un plan , tous les points du plan paral- 
lèle mené par le point O qti’on vient de déterminer, jouiront de 
la même propriété, ainsique le plan qu’on mènerait en-dessous 
à la même distance. Mais si on considère tous les plans possibles, 
le point O sera le seul qui sera toujours à uue distance moyenne 
entre toutes les autres; on le nomme centre des moyennes 
distances , et pour le déterminer il suffit de chercher sa distance 
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à trois plans non parallèles, en prenant les trois moyennes 
entre les sommes respectives des distances de tous les points à 
ces trois 1 plans. 

i" Conou.AiriE. Si Fon désigne par x , x ' , x “, . . . , x(‘~0 l es 
distances de n pointsà un plan donné P, et par x, celle du centre 
des moyennes distances au même plan , on aura 

x •+• x' -f- x'-f- . . . -f* = nx„ 

Cette formule suppose que tous les points sont d’un meme 
cétédu plan P. 

Si on élève ce plan d’une quantité quelconque a, ces distances 
deviendront 

x —a, x ' — a, i . . , — x, — a , 

en regardant comme négatives celles qui se trouveront dirigées 
en sens contraire. Or , il est évident qu’cn vertu de Féquation 
précédente on a 

(X — c) -f- (x' — a) ... 4 - x(*~‘3 ■— a = n(x, — ü). 

Ce qui fait voir que la distance du centre des moyennes dis- 
tances à un plan quiconque est moyenne entre la somme algé- 
brique des distances des diflërens points à ce plan , en regardant 
comme négatives celles qui sont dirigées en sens contraire. 

Il suit encore de là que pour tout plan passant par le centre 
des moyennes distances , et pour ces plans seulement , la somme 
algébrique des distances est nulle. 

a* ConoLLAiKE. Quand tous les points donnés sont dans un 
même plan RI , le centre de leurs moyennes distances s’y trouve 
aussi; car si l’on considère un plan parallèle P, tous les points 
donnés en seront à la meme distance, et ^ cette dislance même 
sera la moyenne; d’où il suit que le centre sera dans le plan M. 

De plus les distances de ces points à des plans perpendicu- 
laires à celui dans lequel ils se trouvent , étant les mêmes que 
leurs distances aux traces de ces plans sur ce dernier , il en 
résulte que le centre dds moyennes distances à des plaus quel- 


Digitized by Google 



( a a5 ) * 

conques sera celui des moyennes distances à toutes les droites 
menées dans le plan de ces points. 

i 4 Problème. {Fig. 117). Etant donné un nombre ni de 
droites passant par un même point §, on demande le lieu des 
points X tels, quen abaissant sur elles des perpendiculaires , la 
somme des produits de leurs distances au point S , par des lignes 
données , soit égale à une surface donnée K*. 

Soient prises sur les droites données à partir de S , des parties 
SA. , SA', . . . , égales aux lignes par lesquelles il faut multiplier 
les distances SP, SP',. . du point S aux pieds P, P',.. des 
j>erpendiculaires abaissées du point X sur les droites données. 
Si l’on tire AQ, A'Q',. . ., perpendiculaires sur SX, les triangles 
semblables donneront N 

SP X S A SQ X SX , SP' X S A' = SQ' X SX , . . . 

Faisant la somme de ces égalités / on aura 

K* = SXx (SQ + SQ'+...). ’ 

Soit Z le centre des moyennes distances des points A , A',. . . ; 
la distance SV sera moyenne entre SQ, SQ',. . ., puisque toutes 
ces lignes sont les distances des points Z, A, A',. . , au plan 
perpendiculaire à SX mené par .S ; on pourra donc écrire 

K* = SX X m X SV. 

Mais si l’on abaisse XC perpendiculaire sur la droite SZ, on 
aura 

SXxSV = SCxSZ. 

Substituant , il vient 

K’smXSCxSZ; 

d’où il suit que SC est une quantité constante. I)onc le lieu cher- 
ché est un plan perpendiculaire sur la droite qui joint S au 
centre des moyennes distances de A, A',. . et à une distance 

va * • 

^ C ~m><SZ" 

16' Problème. Etant donné un nombre quelconque de plans 
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passant par an même point, trouver le lieu des points tels, que 
la somme des produits de leurs distances à ces plans par des • 
lignes données soit constante. 

Si par le point de concours des plans donnés, on leur mène 
des droites respectivement perpendiculaires , et que du point 
cherché on abaisse des perpendiculaires sur ces droites, les di- 
stances des pieds de ces perpendiculaires à l’origine seront les- 
mêmes que les distances de ce ppint aux plans donnés; on re- 
vient donc au problème précédent. 

1 6" Problème. Etant donnés P apothème a et le rayon R de x 
la base d’un cône droit, trouver l'angle y du secteur qui en est 
le développement sur un plan. 

L’arc intercepté par le secteur sera égal h 2*R , puisqu’il sera 
le développement de la circonférence de la base; comparant à 
quatre angles droits l’angle opposé x , on aura, par la proportion 
connue des angles et des arcs divisés par les rayons, 


x Z air 


377R . 2 ?rR 
a K 


R ' a, d’où x = 


awR 

a 


Thèorèmï. (Fig. 1 1 8). Lorsque trois sphères se coupent deux 
à deux, les plans des trois cercles d' intersection se coupent sui- 
vant une même droite perpendiculaire au plan des trois centres. 

Soient A ,B , G, les centres; les plans des cercles d’intersec- 
tion seront perpendiculaires sur le plan ABC , et passeront res- 
pectivement par les droites MN, RS, PQ; or nous avons prouvé 
( pag. a 6 i ) que ces droites se coupent en un même point; le s 
trois plans se coupent donc suivant une même droite perpendi- 
culaire au plan ABC et menée par ce point 

Théorème. Quand trois droites rectangulaires coupent une 
sphère et passent par un point constant , la somme S» des carrés 
des cordes comprises est constante. 

En effet, si l’on abaisse du centre de la sphère des perpendi- 
culaires sur les trois cordes, la somme des carrés des moitiés de 
ces cordes sera égale à trois fois le carré du rayon R , moins la 
.somme des carrés des trois perpendiculaires. Mais si l’on formait 
un par allé! ipipède rectangle avec les trois plans perpendiculaires 
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et le centre de la sphère comme sommet opposé , ces trois per- 
pendiculaires seraient les diagonales des faces passant par lo 
centre, et la somme de leurs carrés serait par conséquent égale 
à deux'fois le carré de la distance D du point donné au centre. 
Le quart de la somme proposée S, sera donc égal à 3 R’ — 2D 1 ; 
donc la somme sera 

S a = îaR* — 8D*. 

Théorème. (.Fig. 119). Soit ABCDEFG un polygone quelcon- 
que fermé , plan ou gauche; si par un point quelconque O de 
l'espace, on tire unedroite arbitra i re X'X, e t des droites OE,OD,..., 
égales et parallèles aux côtés du polygone et dirigées dans le 
même sens que ces divers côtés quand on les parcourt consécu- 
tivement , la somme des projections des côtés qui tomberont 
sur le prolongement OX', sera égale à la somme de celles qui 
tomberont sur OX; ou en d autres termes, la somme algébrique 
totale des projections sur XX' sera nulle , en regardant comme 
positives celles qui se trouveront à droite du point O, et comme 
négatives celles qui seront à gauche. 

En effet, concevons qu’on mène par deux sommets du poly- 
gone deux plans perpendiculaires à XX' , et qui comprennent 
entre eux tous les autres sommets. Soient A et E ces deux som- 
mets extrêmes; il pourra arriver de deux choses l’une. Ou, en 
parcourant de E vers A la partie EDCBA , on s’éloignera tou- 
jours du plan perpendiculaire à XX' mené par E, ou l’on s’en 
éloignera qt on s’en rapprochera successivement. Examinons 
ces deux cas. 

Dam le premier cas, les parallèles menées par O aux côtes 
de la partie EDCBA , auront toutes leurs .projections sur OX' ; 
et en supposant la partie AGEE dans le même cas , par Tapport 
au plan mené par A , ses côtés se projetteront sur OX. Mais les 
deux sommes de projections sur OX etOX' soutins projections 
des parties EDCBA et AGFE, c’est-à-dire la distance même des 
deux plans perpendiculaires à XX'; d’où il suit que ces deux 
sommes sont égales. 

Dans le second cas , soit ED ( fig . 1 1 9 bis) un côté suivant lequel 
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on se rapprochera du plan mené par le sommet extrême (j. Conce- 
vons par les extrémités de ED, desplans perpendiculaires à XX', et 
qui coupent le polygone en M et N ; on aura trois lignes EM, ED , 
DN, dont deux EM , ED auront en O des projections égales et de 
sens contraire, et la troisième une projection égale et" située sur 
OX'. 11 en serait de même quel que fût le nombre impair des inter- 
sections du polygone par les plans menés par D et E , et on agirait 
de la même manière pour la partie ALKIHGj d’où il suit que 
les projections situées respectivement sur OX et OX' se compo- 
seront d’abord de la distance des deux plans extrêmes, plus les 
distances communes des plans intermédiaires, tels que ceux que 
l’on a menés par D et E. Donc enfin , dans tous les cas, ces deux 
sommes* sont égales-, et par conséquent, leur somme algébrique 
sera nulle dans le sens indiqué par l’énoncé. 

1 cr Co noix a nu:. Si l’on mène par O un plan perpendiculaire 
à XX', les projections des côtés OE, OF,..., seront les di- 
stances des extrémités E, F,. . . ,ù ce plan; et l’on voit, par le 
théorème précédent, que cette somme est nulle, quelle que soit 
la direction du plan, puisque la droite XX' est arbitraire. 

2 e Corollaire. Le point O sera le centre des moyennes di- 
stances des points E, D, C,. . ., car ce qui précède a lieu pour 
tous les plans passant par O; et la distance du point O à tous 
ces plans étant nulle, est égale à la moyenne distance de tous 
les points E, D, C, ... , à ces divers plaus; le point O est donc le 
centre des moyennes distances de ces points à tout plan de l’es- 
pace, puisqu’il suffit pour cela qu’il le soit relativement à trois 
plans qui se coupent en un même point. 

3 e Corollaire. On sait que la projection d’une droite sur 
,une autre est égale à la longueur de la première multipliée 
par le cosinus de l’angle qu’elle fait avec la secoude. Si donc on 
désigne paro, b,c, d .. , les côtés d’un polygone quelconque 
et par «, C , y , f ,. . . , les angles qu’ils font avec la direction OX 
d’une droite quelconque, on aura , en observant que les projec- 
tions situées sur le prolongement OX' de OX correspondeut à 
des cosinus négatifs , 

a cos ss + b cosC-f-ccos v -j- t/cosJ'-f- . .=o. 


r 
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TakorÎmis. La somme des produits des faces d'un polyèdre 
convexe quelconque, pdf les cosinus des angles qu elles font avec 
un même plan est nulle, en prenant toujours pour ces angles 
ceux qui comprennent entre leurs faces le polyèdre donné. 

En effet , si l’on conçoit une perpendiculaire au plau de pro- 
jection , qui se meuve en touchant continuellement la surface 
du polyèdre, elle la partagera en deux surfaces qui donneront 
chacune pour projection la partie du plan limitée par le poly- 
gone décrit par le pied de la perpendiculaire mobile. On obser- 
vera de plus que les angles des faces avec le plan de projection , 
pris comme l’indique l’énoncé, sont tous aigus pour la partie 
supérieure , et obtus pour la partie inférieure ; et comme la 
projection d’une aire plane est égale à cette aire multipliée par 
le cosinus de l’angle des deux plans, il suit de tout cela que 
la somme des produits des faces du polyèdre par les cosinus des 
angles qu’elles font avec un même plan , est égale à zéro. 

Les élèves pourront chercher les modifications que subit ce 
théorème daus le cas d’un polyèdre à angles rentrans. 

TnüonÈMB. Dans tout polygone convexe, le carré d’un des 
côtés est égal à la somme des carrés de tous les autres , 
moins deux fois la somma de leurs produits deux à deux , mul- 
tipliés par le cosinus de L’angle compris. 

En effet , un côté quelconque d’un polygone est égal à la 
somme de.-> projections de tous les autres cotés sur le premier, 
en prenant négativement celles des eûtes qui feront des angles 
obtus avec la ligne des projections, pourvu que l’on considère 
toujours les angles qui comprennent le polygone entre leurs 
eûtes. On aura donc les diverses équations suivantes, en dési- 
gnant généralement par (mn) l’angle que les eûtes ni et » 
font entre eux , 

<z =i cos (ni) •+■ c cos (ffr) -f- d cos (ad) -f- e cos (ne) 

b = a cos ( ba ) -f- c cos (ic) -f- d cos (bd) e cos (be) 

c=a cos ( ca ) -f- b cos (ci) -{- d cos (cd) -f- c cos (ce) -f- . . . 

• • » • . • 

• J • • 

Multipliant la première par a , la seconde pari, la troisième 
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par c , et ainsi de suite , il vient , én retranchant de la première 
'équation la somme dp toutes les autres, «t faisant les réductions , 

a* — i*— - c* — d * — ... = — a bc cos (ic) — a bd cos {bd) 

— aie cas (ie) — ... — ucd cos (cd) — ace cas (ce) — . . . 

D’où résulte 

. . — aie cos (4c) — aie? cos ( bd ) — ... 

— a cd cos (cd) — ace cos (ce) — ... 

CpaoiXAiHE. On peut calculer pur là le dernier côté d’un 
polygone, et ses deux angles adjacens, quand on connaît tous 
les autres côtés, ainsi que leur arrangement et leurs’ angles; 
on déterminera le côté inconnu , au moyen de la formule pré- 
cédente , et chacun des angles adjacens se déterminera en pre- 
nant les formules analogues pour les deux côtés adjacens; cha- 
cune de ces équations déterminera le cosinus de l’un des angles* 

Théorème. Le carré d'une des faces d’un polyèdre convexe 
est égal à la somme des carrés des autres faces , moins la 
somme de leurs produits deux à deux multipliés par le cosinus 
de C angle compris ; car une face quelconque est égale à la 
somme des projections de toutes les autres , en les prenant 
négativement, quand l’angle dièdre que font ces faces avec celle 
de projection est obtus : on en déduira donc, par le même 
calcul que dans le cas précédent ( en désignant les faces par 
A, B, Ç , D, etc. ) , que 

*• 

A*=B’4-C 1 +D 3 +. . . — .aBCcos(BC) — 2 BDcos(BD)— . . „■ 

Théorème. ( Fig . iao). Dans un triangle quelconque ABC 
si on tire une sécante arbitraire DE , toute ligne AH , menée 
par le . sommet , jouira de la propriété que le rapport do 

% A 

AF AH 

BFxïE 4 iïïnR-HC scra C ° M - 

En effet , on a 
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d’où 


( Soi ) 


AF 

sin et 

— »• ■ /if 

AF sin a! 

DF = 

-B . Cl 

sin 7 

* 

FE sin ï 


ÂF* 

sin ce sin a' 


DF X l’ E ~ 

sin y sin <F 


On a de même 


AU sin fi sin fi! 

BüxHC sin y sin /’ 


Donc 


AF* . Ail* 

DF X FE : BHXHC" 


sin a sin a! 


I sin fi sin fi!. 


Ce rapport est constant , puisque les droites BC , DË étant 
fiies, les angles », a! , fi , fi! sont invariables. Le principe est 
donc démontré. 

Corollaire. Si l’on avait» —fi, il en résulterait *—$, et 
ce rapport deviendrait l’unité. 

On peut d’ailleurs le démontrer directement, en remarquant 
qu’on a , par les triangles semblables, . 

AF _ Ail AF AH. 

FD~“UC et FE HB 5 


d’où il résulte, en multipliant ces quantités par ordre, 

ÂF* _ ÂÏI 
FD x FÎp ~ UC X HB’ . 

TnéonÈME. ( Fig. îai). Soit AB un diamètre quelconque 
rf une sphère , OC un rayon perpendiculaire sur le plan d'urt 
petit cercle de la sphère, et DE P intersection du plan de ce, 
cercle avec le plan qui passe par AB et OC. Si l'on suppose une 
surface conique dont A soit le sommet, et qui ait pour base le 
petit cercle DE , tout plan perpendiculaire à AB coupera ce cône 
suivant un cercle. 

En effet, soient AD, AE, les intersections du cène, par, lo 
plan AOC , et QR la trace sur ce même plan d’un autre plan 
quelconque perpendiculaire à AB. Menons une génératrice quel- 
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conque du point A au point R de la base; par cette ligne 
abaissons un plan perpendiculaire sur le -plan AOC, ses in- 
tersections KL, III, avec le plan de fa base et le plan QR, 
seront perpendiculaires sur le plan AOC, et par suite parallèles 
entre elles ; sa trace sur AOK sera AHL. 

Cela posé , l’angle ANQ est égal à ADE, comme, ayant même 
mesure ; donc, d’après le corollaire précédent , 


AH _ AL 
PH X UN DL X LE' 


Or, ih : kl :: An : al. 


Substituant donc au rapport de AH à AL , celui de 111 à 
KL, l’égalité précédente deviendra 

TS* ___ KL* 

Pli X HN DL X LE* 

Mais , d’après une propriété connue du cercle , on a 

* Kb=DL X LE. Donc, m = PH X HN. 

Par conséquent', le lieu des points 1 , o’est-à-dire la section du 
cône par le plan QR , sera un cercle. 

On démontrerait par une simple proportion que toute section 
faite dans le cône parallèlement à la base est un cercle, et géné- 
ralement que toutes les sections parallèles à un plan quelconque 
sont semblables. . . , • • 

On a nommé sections anti-parallèles celles qui sont également 
inclinées sur les arêtes respectives AD, AE; tel est le cas des 
deux cercles que nous avons considérés. On peut remarquer 
que, de quelque manière que soient placées deux sections anti- 
parallèles, elles seront semblables, de meme que les sections 
parallèles. 
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EXERCICES 

SUR 


L’APPLICATION DE L’ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE. 
Problèmes déterminés. 

q3o. i er Pnoiu.f-.MF.. ~D ÉcoMrosjm en fadeurs linéaires la diffé- 
rence des puissances de deux lignes données. 

Prenons l’une de ces lignes pour unité, et représentons l’autre 
pt»r x , la différence de leurs puissances m Hm,t sera x m — 1 . 
Nous aurons la formule des facteurs de ce binôme en résolvant 
1 'équation x m — 1 — o. • > 

Or , on sait qu’il suffit pour cela déposer • ■ 

cosj’it \/ — x sin^== 1 , parce que I on aura 

x = l/7— cos — ± [/ — i si n — ; 

m m 

e l 

y sera déterminé par les deux conditions sin_y =o, cos y ~ i ; 
ce qui donne_y = anx , n étant un nombre entier quelconque. 
Il résultera de là 


Pour' en déduire les m valeurs de x , il suffira , quand m sera 
pair , de faire passer n par les valeurs o, ï , 3, . . | m— î , gt 
quand m sera impair, de donner à n les valeurso, î , a, — x); 

car on fait voir facilement que les rn valeuis correspondantes 


J.nir . . / . unie 

x = cos zz y — x sin — - 

m m 
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de x seront différentes les unes des autres , et que celles que 
donneraient les valeurs suivantes do n rentreraient indéfini- 
ment dans les premières. 

On parviendrait encore au même résultat en faisant passer n 
par les m valeurs, o, i, a, , ni — 1, et ne prenant que.le signe 
supérieur de l/— • i . • 

Il suit de là que quand m sera pair, le binôme x m — x sera 
le produit des facteurs 

i 

2T . y . 2T 

x — 1 , x — cos y — i sin — , 

m m 

% 

25T / . 2 ar 

x — cos y — îsin — , 

m m 

x — cos — (î m — i } — y — î sin — ({m — i), 
m . m " 

.t — cOs — (-m. — i ) -f- y — i sin — (irn — î), x-f- 1. 
Lorsque m sera impair, x m — 1 sera le produit des facteurs 
• ; ( x — i ), (x-*- cos — — l/— -"i sin — ^ , 

(x— cos— 4 - \/~i sin — ) , . . . , 

E x(m — î) y . «-(m — i)~l 

x — cos y — î sin — — , 

m T m J 

C *- (ni — 1 ) . y . t (m,— i)~] 

x — cos (- y — x sin — . 

m m _| 

Pour construire géométriquement ce produit au' moyen de 
facteurs linéaires , on remàrquera que le produit de deux /ac- 
teurs conjugués qui ne diflèrent que par le signe de \/ — î est 
réel, parce que le produit de x — cos a — \/ — i sin a par 

x — cos a + Ÿ—i sin a est identiquement égal à 

( x — ços a Y + sin 1 a. 
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D’après cela , l’on aura pour m pair j 


x m 

• 

l = (x — l)(x + l) ^(x 

2îr' 
— COS — 

m. 

)’ +sin, v3- 

r 

2 *( 

x — cos 

'm \ 

» 

/m \ ^ 

ji 

S- 1 ) 

-f- sin a 

■) 

'1 


771 

m J* 

et pour m impair , 



m 

% 

1 

M 

II 

«'“N 

H 

1 


1 , . . 2*~1 
+ sm‘- ... 


| |^x — cos 

"■ (m — 1 )~ 

771 

j -f- sln* 

r (m — i)) 
m r 


Or, si l’on décrit du centre O (fig. iaa) un cercle ayant 
pour rayon l’unité, que l’on prenne une distance OA=xJ et 
que l’on partage la circonférence en. m parties égales à partir 
de B , les perpendiculaires MP, NQ, . . ., seront les-sinus des 
2ît 4sr 

® rCS m ’ m '••••’ et les dlstances OP» OQ, . . seront leurs 
cosinus. On aura donc 

( 2sr\ a . a sr — » i , 

x-cos-) +sin‘- = AP + MP = AM = AMXAM', 

/ 4nr\* . /*• 1 

V e - “S n) + S ‘ m =AN = AN X AN'; etc 

Dans le cas de m pair , le facteur x-f i donnera AC; et dans 
l’un et l’autre cas, la différence x m — i sera le produit des di- 
stances du pojnt A aux m points de division de la circonférence. 

a e Problème. Décomposer en fadeurs linéaires, la somme 
des puissances m" m " de deux lignes données. 

Prenant encore l’une des lignes pour unité , et désignant 
1 autre par x, il faudra chercher d’abord les racines de l’équation 

n 

1 —o, qui donne x= ÿ — j. 

20 
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cos y dr \/ — 1 sin^y = — », on en tire 


• - . . ( an-f- 1 W . . / . (an + iW 

y = (a«4- »)*■ eta?==cos —±.y — 1 srn- — . 

7 v , m " m-. 


Quand m est impair, on donne à n les valeurs successives, 
o,i,3, . . . , ?(m — î); et l’on déduit de cette formule les m 
valeurs de x. Il en résulte que x m -\- 1 est le produit des facteurs 


■ î sm 


D- 


(x — co s — — y ' — i 

\ m 

I 

"v . 

^r— cos^+ }/— i sin “), — >(-r + i). 

Quand mest pair, il faut donner à n les valeurs o, î , 2 ., ..., -j m — î , 
,et l’on trouve que x m -+-i.cst le produit des facteurs. 


(x—cot — — V— ««in — 'j ■ (x— cos — + y — isin— ^ 

V m mj V, m ni J 

(m — l)ir . j . (m — i)ar (m — i)ir . . j . (m — i'» 

x — co«.- — *— — ■** y — ism , x— cos'- f-y — un- , 


On construira les facteurs réels du second degré, comme 
dans le problème précédent, avec cette seule différence que 
les divisions de la circonférence en m parties égales ne com- 
menceront pas au point B, mais au point qui en serait distant 

de l’arc — . 
m 

Théorème. Si une circonférence est divisée en m parties 
égales , et qu’on prenne l’origine des arcs en un point quel- 
conque, la somme des sinus des m arcs terminés à cespoints de 
divisions sera nulle, ainsi que la fomme de leurs cosinus. 

Cette propriété est une conséquence immédiate de ce que le 
centre du cercle est le centre des moyennes distances des m 
points de division, et que par conséquent la somme des di- 
stances de ces points à tout diamètre est nulle. Mais on peut 
la déduire de la considération des racines de l’équation bi- 
nôme a” ~ î o, ainsi que plusieurs autres propriétés re- 
marquables. 
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On observera pour cela que dans celte équation les termes 
en x manquant depuis x m , la somme des racines est nulle ainsi 
que celle de leurs produits deux à deux, trois à trois, . .., 
m — J à m — 1 j et par conséquent il en est de même de la 
somme de leurs carrés, de leurs cubes, . . ., jusqu’à leurs puis- 
sances (m — inclusivement. 

Or les m racines de l’équation x m — i = o se tirent de la 
formule 


: co s 


an-r 


+ V 7 - 


i sm 


2 nx 
m ' 


en donnant n les valeurs successives , o , î , a, m— t ; 
faisant la somme de toutes ces racines, et égalant séparément à 
zéro la partie réelle et la partie imaginaire, on aura 

Q7T 4» 6 7r . (m — i)tt 

cos o 4- cos f- cos H- cos — ■ 4- . . . + cos = o , 

m m m m 

, . a*- . . 4 tt 6sr (m— i)t 

sino + sin-*- 4- sm — 4- sm f- • • • *r sin = o. 

m. m m m 


Jusqu’ici la propriété n’est démontrée que pour le cas où l’o- 
rigine des arcs est l’un des points de division; mais on l’étendra 
facilement à une origine quelconque, en remarquant que si l’on 
multiplie toutes les valeurs de x par cos ù -f- \/ — x sin a , leur 
somme n’en sera pas moins nulle, et tous les arcs se trouveront 
augmentés de a ; ce qui conduit aux formules générales : 

cosa-j-eos^a-j-^- ^-f-cos^a-f— ^ ^4"- . .+cos ^n~ K ^ ^ = o , 

a-}-sin^«4-^^4-sin^a-f-^^ sin^a+^—-i— o. 
• 

Théorème. Si Von partage une circonférence en m parties 
égales , la somme des carrés des cosinus dès arcs terminés 
à ces m points de divisions , sera égale au carré du rayon mul- 
tiplié par - m , et il en sera de même de la somme des canés 
des sinus de ces arcs. 


sm 


20 ., 
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En effet t d’après ce que nous avons vu dans le théorème pré- 
cédent, la somme des carrés des racines de l’équation x m — i =o 
est nulle, et le sera encore quaud on les multipliera par une 
expression quelconque de la forme cos a -f- i sin n; ce qui 
ne fait qu’augmenter les arcs de a. • 

Or, le carré de , 

C0S ( a + ^) + l/:::lsin ( fl + £ S r )’ 

sc réduit à 

°° sl ( a+ iîr) ” sin> ( a+ ^f) + v '~ 1 sîn ( 2a + iSr) 

Maintenant, si l’on fait la somme des m valeurs que déter- 
mine cçtte formule générale , et que l’on observe que la somme 
des troisièmes termes est nulle , d’après le théorème précédent > 
il s’ensuivra d’abord que la somme des carrés des cosinus des 
arcs en question , est égale à la somme des carrés de leurs sinus. 
Or, la somme des carrés du sinus et du cosinus d’un même arc, 
est égale au carré du rayon ou à l’unité , en prenant ce rayon 
pour unité ; la somme des carrés des sinus et des cosinus des 
m arcs, est donc égale à m; par conséquent chacune de ces 

deux sommes est égale. à - m. 

3* Problème. Calculer le rayon d un cercle tangent à trois 
droites données. 

Si nous supposons que les trois droites se coupent deux à 
deux , il y aura quatre solutions. Considérons d’abord le cercle 
O inscrit dans le triangle ABC (fig. >23), formé par la ren- 
contre de ces droites; désignons par a , b , c, ses trois côtés, 
par S sa surface et par R le rayon du cercle inscrit; on aura 

S = AOC + BOC 4- BOA — - iR + - oR + - cR; 

' 2 3 2 
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c 

fl — aS — 2 f p{p — a ) \p —b) \p — c) 
. • c-+-6-f-c . 1 o.p 

\ • =3 _ / (p — «)(p— 6) (p— 7) 

V p 

Semblablement, on aura pour le centre O*, 


S = AaC+ÊO'A.-BO'C = i6R'+icR'~.inR': 1 

' a a a ’ 

d’oh ' R' = -J^ s- < /p (p— b ) Cp~) " 

* o+c— a V . /> — a 

On aura de même pour les deux autres cercles O", O*, 

R" =\/ P - ^ r p 0 ^ P c ~' by ) et R^^IE^EI) 

i er Corollaire. Si Ton multiplie entre 'elles les valeurs de 
ees quatre rayons, on trouvera • , 

BR'R' R* = p (p — a) (p — b) (j) — r)= S*. 

Z^e produit des quatre rayons dès cercles tangens à trois 
di’oites qui se coupent deux à deux , est donc égal au carré 
de la surface du triangle déterminé par ces trois droites. 

2 e Corollaire. Si l’on suppose que les deux points B, C , 
restant fixes, ainsi que la direction BA, le point A s’éloigne in- 
définiment, les deux droites BA , CA , tendront à devenir paral- 
lèles; cherchons ce que devient la formule qui donne le rayon 
R , quand CA devient parallèle à BA. Menant la perpendiculaire 
CD à AB et faisant CD=A, BD=«; les quantité» a, h, », B 
seront constantes. Les variables b, c, s’approcheront de l’infini, 
mais leur rapport aura l’unité pour limite, car 


c c % c 

Or, 

fl __ f/ (a-f-6-f-ç) (q-pZ> — c) (q-f-c — b) ( 6-f-c — q) 

a-\-b-\-c ~ n(q-f b + e) ^ 

_ 1/ Tb^—Ja — c)‘ ]7^+Ô^TF| 

• 2(a + i>-f-c) ' . 
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Remplaçant A* par sa valeur A* -f- c* — 2 c* -f- «*, il vient 

V^( A®— a“ -f- * a — 2cct -f- aac) (a“ — A* — -+- aac -+- 2 c tï) t 

- 2 (a+b + c) ' 

Divisant chacun des facteurs sous le radical par c , ainsi que 

le dénominateur, puis faisant c infini, et observant que - se ré- 

• ' c 

duit à 1, on trouve 


R = j \/ (a a — 2«) (aa -f- 2«) = ^ {/a 1 — «*• 

Ce qui donne pour R la .moitié de la perpendiculaire AD ; 
comme on pouvait le prévoir. 

4 e Problème. (Fig. 124). Trouver l'expression du rayon du 
cercle circonscrit, à un triangle ABC , dont les côtés a , h, c sont 
donnés. \ 

Soit 11 le rayon dit cercle circonscrit O. Abaissons la perpen- 
dicujaire BD à AC, tirons le diamètre BE et joignons EC; 
les triangles semblables B AD, CBE donneront 


BD : c a : aR; d’où R=- 


abc 


' ab X BD‘ 

Or A X RD est le double de l’aire du triangle ABC ; donc 
* abc 


diagonales 


4 Vplp—u) ( p — b ) ( p — c ) 

5* Problème. ‘(Fig. 1 25). Trouver les deux 
d'un quadrilatère inscrit ABCD, en fonction de ses côtés 
a , b , c , d. 

“Désignons par x et y» les diagonales BC, AD; les deux angles 
B et C étant supplémens l’un de l’autre, leurs cosinus sont 
égaux et de signes contraires ; on a donc 


2 ab 


f c a +d * — 

\ 2 cd J ’ 


d’où 


y * (aA-f-crl) —cd (a*-f-b-) + ab (c’-f-d*) — (c b-j-da) (ca+bd), 

* _ / (cb ■+■ da) (ta + bd) 

et par suite y —y 


ab + cd 
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Les cosinus des anules A et D donneraient semblablement 

° . • 

J (ab rd) (ôc -f- bd) 

X V ad -f- bc 

1 " Coroix.viur. En multipliant entre elles ces valeurs de x 
et y ,-on trouve 

xy = ac -f- bd. 

Ce qui fait voir que h rèi tan "lé dés di'cg tuiles d'un quadri- 
1 (itère inscrit est égal à la somme des rectangles des cotés 
opposés . 

a' Corollaire. En divisant l’une par l’autre les deux mcines 
expressions, on obtiendra 

x ab -f- cd 

y ad -j- Æc ’ 

d’où il résulte que les deux diagonales d‘un quadrilatère 
ins crit sont entre elles comme les sommas des rectangles des côtés 
qui partent des extrémités de chacune d'elles. 

6' Problème. Etant donnés la surface et le périmètre d'un 
triangle rectangle , trouver ses trois côtés. 

Soient a son périmètre, m* sa surface ,x 1’liypotéouse, ct_y, a, 
les deux autres côtés. On aura . # 

x -\-y -f- a —a, yz—Um*, y* -f- s* — x*. 

La première équatiou donne 

( y-f-s)’=r(« — x)%d’où_y I -f-a , =:(rt — x)’ — oyz—(a — x)' — 4 m *. 
Ou aura donc , eu vertu de la troisième équation 

x* — (a — xy — 4m*-, dou x = -a . 

2 a 

Pour trouver y et s, on remarquera qu’on cooaâi leur 

a 2 m* . . 1 

• somme a — x ^ , et leur produit xm'-.y et s sont donc 

ii.. • . /« i 2 »«*\ 

racines de 1 équation t ~ — l " T — “ ) t + am’ xzo ; 
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et par conséquent leurs valeurs sont 



7 e Problème. Étant donnés le périmètre et la hauteur d'un 
triangle rectangle , calculer ses côtés. 

Soient, x l’hypoténuse, y et z les deux autres côtés, h la 
hauteur donnée et a le périmètre. On aura 

x-f -y-h z — a, hx=yz, x % = y*-hz % - 
De la première équation on tire 
y+z—(a — x); d’où > y 1 -f-a*=(a — x) a — 2yz=(a — x) a — aSx; 
et en vertu de la troisième il vient 


(a---x) a — 2 A jb 


x*; d’où 


a * 

X a(a + ù)* 


Connaissant x, on en déduira facilement y et z, puisque leur 
somme est a — x et leur produit hx. 

8 e Problème. Étant donnée l'hypoténuse h d’un triangle 
rectangle , ainsi que la somme a des deux autres côtés x , y , 
et de la haut eu» z, trouver les inconnues x, y, z. 

Les équations qui détermineront les inconnues x, y, z, sont 


x-f- y' -h z — a > bz—xy, x a -f-_y a = ù a 


, La première équation donne 

(r+y)* = (a — z )* * d’où x a — ( a — Z Y — üiz., 

et d’après la troisième équation , il vient 

(a — zy — 2 bz-=b*-, d’où z. = a-f-ù ±: [/uab + ab’. 

H est évident qu’il ne faut prendre que le signe inférieur du 
radical , puisque la hauteur z est nécessairement plus petite 
que a -J- b. 

• Connaissant z, on déterminera x et y dont on connaîtra la 
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. somme a — z, et le produit bz ^ de sorte que x et y seront 
racines de l’équation 

— \/ 2 ab-\-ub‘) 1 4-ê“ -f °b — 2ab + 2 b*~o- 

Si l’on avait cherché l’équation finale en x , 1 e calcul aurait été 
beaucoup plus compliqué. On aurait tiré des deux premières 

b (a — x) 

y^-b+T’ • 

et reportant dans la troisième , on aurait obtenu l’équation 
x* -f? 2 bx 3 -f- è®x®~ si s (o + b) x b‘ (a® — i®) = o. 

Son premier membre se décompose en deux facteurs du se- 
cond degré, qui , égalés à zéro , donnent 

(1) . . .x*-]-(b-{-V' 2 ab-{-ab')x-^-b i -\-ab-+-bV nab-)-ub‘=o , 

(2) . . . x*-f-(è — 2ab-±-'jb‘)x-{-b'‘-i-ab — b y/ aab-\-2b'=o. 

Les deux racines de l’équation (î) étant négatives, doivent . 
être rejetées ; les racines de l’équation (a) expriment les valeurs 
de x et y , puisque ces deux dernières quantités entrant de la 
meme manière dans les équations données , auraient conduit à 
la même équation finale. On voit que l’équation (a) est pré- 
cisément celle que le premier calcul a fournie. 

9* Problème. Connaissant la somme a des deux côtés x , 
y , de l’angle droit , et la longueur h de la perpendiculaire 
abaissée du sommet de F angle droit sur F hypoténuse !** , trouver 
les trois côtés x , y, z. Ou a 

(i)...i+y=fl, (2) . . ,xy=.hz , ( 3 ). . .x*-f-y = z\ 

L>es deux premières équations donnent * 
ï’+y* — a' — 2 ht. 

Egalant les valeurs de x® -f-y% on obtient l’équation finale 
s® — a® — - a hz , 
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qui donne z.= — 

car z doit être positif. . 

z étant connu , les équations (i) et (a) font voir que x et y 
seront les racines de l’équation 


at hz !e= o. 

Si l’on avait cherché l’équation finale en x, on aurait tiré 
des équations (i) , ( 2 ) , les valeurs 

. x (a — x) 

y — a — x , z = — — 1. 


qui, reportées dans (3) , auraient conduit à 

• x<— aax 3 -f- (a a — a/i a )x a — 2 ah'x — a a A a = 0 ; 
équation qui se décompose dans les deux suivantes r 

(4) ... x 4 — ax — A* 4 . hl/ÏS-i- £^= 0 , 

(5) ... x a — ax — a 4 — o. 

. • " s» ... • 

Or, des deux racines de l’équation (5), l’une est négative 
(puisque le dernier terme est négatif), et l’autre est positive et 
plus grande que a (puisque la somme des racines est égale an 
coefficient a); ces deux racines doivent donc être rejetées ; ou 
ne doit donc prendre que les deux racines de l’équation ( 4 ) , 
elles font connaître a la fois x et^y , puisque ces inconnues en- 
trent de lf même maniéré dans les équations primitives. On 
voit que cette équation est la même que celle eu t qu’avait 
donnée le premier calcul. 

io* Problème. Trouver les trois côtés d’un triangle, rec- 
tangle, connaissait la somme a de ces côtés , et la somme b de 
la hauteur et de l'hypoténuse. .... 

Soient, x l’hypoténuse , y et z les deux autres côtés , et h la 
hauteur , on aura les équations 

x-{-y-t-z=a, x h ■== b , hx^rzyz, y‘-j-z‘z= x\ 


-\ 
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La i r * et la 3* donnent 

yf -f- — C 3 •*“ x )‘ *hx > 

d’où , au moyen de la 4° > on tire 

• (a — x)*— ahx~x % , ■ ou a* — 2 ax — uhx — o; 
équation qui, jointe à la 2 e , donne 

x=ï(a4-6±; \/ b* -\-uab — û 1 ) , h=i{b—;a± ^ b‘-^-aab — a“)- 

Mais b étant nécessairement plus petit que a , le radical ne 
saurait être pris avec le signe supérieur , parce qu’alors h se- 
rait négatif chacune des inconnues x, h , n’a donc qu’une seule 
valeur. Quant à y et z , on connaît leur somme a — x et leur 
produit Hx ; ils sont donc racines d’une équation du second degré 
dont les coefficiens sont connus ; on aura donc deux valeurs pour 
chacune de ces inconnues; mais comme elles entrent symétri- 
quement dans les équations , cette équation du second degré 
aura .y et a pour racines, et le problème ne sera susceptible que 
d’une seule solution. 

Si l’on avait cherché l’équation finale en y ou enz,on l’eût 
trouvée du quatrième degré, et on l’eût ramenée au second, 
comme dans les problèmes précédens. 

1 i e Problème. Etant donnés, le périmètre , l’angle A et la 
surface d’un triangle, déterminer ses cotés."' 

‘Soient x et y les deux côtés qui comprennent' l’angle A, et s 
le troisième côté ; désignons par a le périmètre , efr par ô* la 
surface du triangle; les conditions données fournissent les 
équations » - 

| - y ^ 

X +y + z = a, cosA== , xysinA = aû a . 


Reportant dans la a' équation la valeur de xy tirée de la 3* 
on parvient à 

T - / s f si„ A ’ 
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La 1” équation , combinéè avec la dernière, donne 

+ y* = (a - z)> - axy =( a _ *). _ 4*1. 

sin A. 

Egalant ces deux valeurs do x* -f_y* , on trouve 

z—ja— — (L± c .°lA\ 
a \ sin A / 

Or, sin A, = a sin ^ A cos j A, cosA = acos^A — 1 


donc 


Donc 


1 4 - co s A 


sin A 


2 cos* i A 
2 sin A cos j A 


= coti A. 


a 2 i* 

z — ~ — — cot ~ A. 
2 u 


On en déduira facilement les inconnues x et y, car on con- 
naît leur somme a — z et leur produit . 

sin A' 

1 a* Pbobi.kmi:. (fig. 12S). Dans un angle donné XAY, mener 
une droite minimum MN, telle y que U triangle AMN soit egat 
a une surjace donnée m*. 0 

Soient 
on aura 


MN = z, AM = x, AN=ji; 
— x ' a +Y a — 2 4 y cos a. 


L’aire AMN ayant pour mesure ^xysinA, et devant être 
egadt a m* , il s’ensuivra 

4m* cos A 


sin A 


xysinÀ = 2/n*, d’où z* = x*-f-y> 

Tour trouver le minimum de z*, on égalera à zéro sa dé- 
rivée, et remarquant que la dérivée du produit constant xv 
< oit aussi être nulle , on aura les deux équations suivantes, dans, 
lesquelles x est la variable indépendante . 


d’où 


y + xy' = o, 2 x-f 2 j/=o; 
y = et par suite ax — ~ = o 


par suite ax — — =0: 
X x* 


) 
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ce qui donne x'~y % ,. ou xz=y\ 

car, le produit xy étant positif, r ety doivent être de mêmes 
signes. 

L’équation . xy sin A = 2 m* devient 


x 1 sin A = 2m* , 


d r où 



i 3 " Problème. ( Fief. 127). Etant donnés un angle OBV, et 
un point A sur le côté OB, inscrire dans cet angle une droite MN 
<T une longueur donnée , de telle sorte que l'angle MN A soit égal 
à OBV. 

Soient MN = o, AB = b, BN=x. 

Les deux triangles semblables , BAN, AMN, donnent" 


x l a t: b ; AN ; d’où 
Mais on a d’ailleurs 



AN=AB-j-BN — 2ABxBNcosB, ou AN=ù s -f-x’— 2 ÙxcosB; 
a’è* 

donc ». — = ù* 4- x* — 2 bx cos B ; d’où 

x“ 

x* — 2ÙX 3 cos B -(- ù*x* — a*ù* = o. 


Cette dernière équation fournit toujours une valeur réelle 
positive de x. 

i 4 * Problème. ( Fig. 128). Trouver les côtés x, y, z d’un 
triangle , sachant que ces côtés et la hauteur h du triangle 
forment la progression arithmétique 

x . y . z . h. 

Cette progression donne 

(1) ... ay=x 4 -î| 2s =y~l~h. 

• . 

Or, AD = \/x' — h\ BD =s >/ y' — A», AD + BD = x ; 
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(2); . . z — l/x a — \/ y'-* — A*. 

Une des inconnues x,y,z/h reste arbitraire, car on n’a 
que les trois équations (1) et (2) , entre ces quatre inconnues. 

Les équations (1) donnent 

y — as — A , x = 3 s — 2 A. , 

Reportant ces valeurs dans l’équation (2) , elle devient 

t" t ' 

V/ ( 3 s — uhy — A* -f- (as — A)* — A' 1 = z. 

o . ' ** 

Si l’on fait successivement disparaître les radicaux , on trou- 
vera . 

9/1 3 — 48 zA» -f- S 8s* A — 48 s 3 =41. 

• 

Cdtte équation renfermant deux inconnues s , A , on peut assi- 
gner des valeurs arbitraires à l’une de Ces inconnues ; l’autre in- 
connue dépendra d’uné équation du troisième degré , qui aura 
toujours une racine réelle positive. Le problème admet donc 
toujours une infinité'de solutions. 

i 5 ® Problème. ( Fig. 1 29). Etant données la base AB d’un 
triangle ABC , et une droite MN sur laquelle se trouve le 
sommet inconnu C; sachant de plus que la base est moyenne 
(irithrpétique entre les dexlx autres côtés , résoudre le triangle. 

Concevez la perpendiculaire CD à AB ; soient F le milieu de 
AB, et E le point où AB prolongé rencontre MN. Faisons 

AB = a, TE — b, BC — AB=x. 

Nous aurons BC = a x , et AC — a — x, 


puisque a est moyenne arithmétique entre CB et AC. Mais . 

, ’ ^ âb + bc — ÂC , « 

BD= rr-r =2X + -; 

, • 2 AB ‘a’ 

donc • ■ f 

FD = ax, DE = b — ax, CD =V CB~ DB *= }/ J n* — 3 > * 
Or CD = DE X tang E. 
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Substituant dans cette dernière équation les valeurs précé- 
dentes de DE et de CD , iï vient 

V\ — 3x* = (b — 2 x) tang E. 

Elevant au carré, et faisant tang E = m, on trouve 

(i) ... (4m*-f-3)x* — fbm'x + (m'i* — |a*)=o; 
ce qui donne 

2 bm* ± l/f a a 4- 3m*a* — 3m*.ù“ 

4 m* + 3 

Pour que x soit réel, il suffit et il faut que 

4 o? ~h 3 ni 1 a* — - 3 m*i* ne soit pas négatif. 

Quand m*i* > £ <z“, les deux racines de l’équation (î) sont 
positives, et le problème admet deux solutions. 

Lorsque ro’Z>* = f a* , une des valeurs d’x est nulle , et déter- 
mine pour ABC un triangle équilatéral. ' * 

Enfin , quand m'b* < | a* , l’équat ion ( î ) n’ayant qu’une senle 
racine positive, il n’y a qu’une solution. 

iS e Phoblkme. {Fig. i3o). Etant donnés les angles , le 
périmètre et la surface d'un trapèze ABCD , trouver ses côtés. 

Soient, a le périmètre , et ù* la surface du trapèze ; désignons 
AB par x et BC par y> nous aurons 

CE ly :: sin B C sin E r et BE l y sin C I sin E ; 

d’où , en représentant par m et n les rapports connus de ees 
sinus , CE = my , BE = ny. 

Désignant de même par ’p et q les rapports connus de 
AD à EA et de ED à E A , et remarquant que AE = x -f- ny , 
on aura * 

AD = p(x-f-ny), DE = q(x-f-ny) , CD= q(x+ny) — my. 

Faisant la somme des quatre côtés du trapèze, l’égalant à a , 
et posant 

+ i + pn-j-qn — m = S, 
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on parvient à 


( 3 so ) 
a.v -4- Cy = a- 


De plus , les triangles EAD , EBC , ayant leurs angles donnés, 
il est facile de construire un triangle qui leur soit semblable, 
et d’en déduire le rapport qui existe entre l’un quelconque 
d’entre eux, et le carné d’un de ses côtés. On peut donc regarder 

— *a 

comme connu le rapport r de EBC à BC , et le rapport s de 
EAD à AEj ce qui conduit à 

£BG^= r X BC = ry * , EAD =j X AE = x(x-f-nj')*, 

La surface du trapèze étant la différence de ces deux triangles 
et étant égale à b * , il en résulte l’équation 

(x‘4-2rcxy-|-ny).s — ry x =b', ou (n's — r)y t -^unsxy-\-sx % =b x , 

qui , jointe à «x + Çy — a , déterminera les valeurs de x et y. 

17* Problème. ( Fig. i 3 i). Par un point B donné sur la 
ligne qui divise l’angle droit Y'AX en deux parties égales , 
mener une droite BMN telle , que la partie interceptée entre ces 
droites soit d’une longueur donnée sa. 

Soit x la distance du point B au milieu de MN , et b la per- 
pendiculaire abaissée de B sur AY' ; les deux parallèles AM , BC 
donnent 

AM : BC : BN, ou AM : 6 :: 2a : x+a% 

an : ac :: mn : bm, ou an : b :: sa : x — a. 

De plus , AM -f- AN = MN = 4 a*. 

Remplaçant AM et AN par leurs valeurs , déduites des deux 
proportions , on parvient à l’équation 

x ( — s(a* -f- -f (a*. — 2 i‘)a* = o , 

qui donhe , en rejetant les valeurs négatives de x , 

• x = Vu* -f b 1 ±. y' b* + 4 a*6‘- 
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Ces deux valeurs de x seront réelles si l’on a 
û» 4 .&»>V/M+ 4 o‘/> g , ou 

c’est-à-dire, si la ligne donnée 2 a est plus grande que la per- 
pendiculaire KH menée à AB par le point B, et terminée 
aux côtés de l’angle Y AX. Quand cette condition est remplie , 
il y a quatre solutions, dont deux sont comprises dans l’angle 
T'AX , et les deux autres dans chacun des angles droits adja- 
eens. Lorsque <1*= 2 b % , les deux premières solutions se rédui- 
sent à une seule. Quand a* < a à*-, il n’y a que les deiix solu- 
tions comprises dans l’angle YAX et son opposé au sommet. 

Connaissant x , on construira AM ou BM , et on en déduira 
immédiatement la direction BN. 

Le problème se résoudrait de la même manière si l’angle 
donné n’était pas droit. 

18 e Prohlème. {Fig. i 3 a). Mener par deux points donnés 
A, B, un cercle tangent à un cercle donné F. 

Soit C le centre du cercle cherché , et E le point de contact ; 
abaissons sur la droite indéfinie AB les perpendiculaires CD , 
FG; menons FK parallèle à AB, et prolongeons DC jusqu’à 
sa rencontre H avec FK. Faisons 

AB — 2a, Fil— b, FG = c, EF = d, CD = x; 
nous aurons 

CH = c — x , CF*= FH + CÎïW-Kc- x)*. 

Mais les cercles se touchant extérieurement en E , on a 
CF= d + CE= d + CB == d + 

Donc h»+( c — x)*c=a' + x' + d*+2d\/'â r -\-x*- } 
d’où zd \/ a* + x* = b* + e* — a* — d 1 — 2 ex. 

Elevant les deux membres au carré , et faisant 

+ — a 8 — d' — Zrn*, il vient 

(d 4 — c 4 )x 4 + am’cx -f- a“d* — mt — o ; 

21 
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X 


— m*e db l/ m*d* n’c s <f* — d'a* 
d À — c* 


Mais sî l’on avait considéré un cercle tangent , dans l’intérieur 
duquel se serait trouvé le cercle F , il n’y aurait eu de différence 
qu’en ce que l’on aurait eu 


CF = CB — d, au lieu de CF=CB+<ij 


et comme d n’entre dans x qu’au second degré , il s’ensuit que 
ces deux valeurs de x conviennent l’une au contact intérieur , 
l’autre au contact extérieur. 

Les élèves discuteront cette formule , et reconnaîtront facile- 
ment dans quel cas elle est réelle ou imaginaire j positive ou 
négative , et quelles sont les circonstances géométriques corres- 
pondantes. 

19 ® Probllke. ( Fig. i33). Etant donné un point Itimi* 

’ veux A, doit partent des rayons divergeas, qui viennent 
frapper une surface sphérique réfringente \'B , dont le centre 
est C, trouver le point où chaque rayon lumineux réfracté ren- 
contre le diamètre de la sphère qui passe par le point lumineux. 

La réfraction est la déviation que subit un rayon de lumière 
en passant d’un milieu dans un autre. On sait que le rayon in- 
cident et le rayon réfracté sont dans un même plan avec la 
normale menée au point où ils rencontrent la surface qui sépare 
les deux milieux , et que les sinus des angles qu’ils font avec cette 
normale sont dans un rapport constant , quelle que soit l’incli- 
naison du rayon incident sur la surface. 

Cela posé , soit AB un rayon incident , qui se réfracte sui- 
vant BD. Abaissons BG , CE, CF, perpendiculaires sur les direc- 
tions AD , AB , BD. 

Si l’on fait AC — a, BC = r , CG = d , CD = z , 
on aura 

AG ~ a — d , B& = Ÿ'r‘—d*, 

AB =l/(a — d)* r 1 —~d* = \/qF— zad + r 3 . 
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Or, 

On en déduit 


'( 0 

CE _ RG CF _ I$G 
CA — AB Ct CD ~ BD’ 

z\/r“ — d 2 z j/r* — d 2 

^ ~ Vr* — d 2 + JdT+1 y ~~ l/zJ-h 2 dz -fT* ’ 

et , comme on connaît le rapport des sinus des angles d’incidence 
et de réfraction , on peut poser 

CE a 

CF f* 

cc qui donnera, en substituant les valeurs de CE et de CF, 

af{/ r 2 — d 2 az\/ r ‘ — d 2 

\/ a‘ — aad -f- r 3 * y' * a adz. -f- r 2 

Supprimant le facteur commun a ^/r“ — d *, et' élevant le 
résultat au carré , il vient 

( i ) . . .f 2 (z 2 + sdz. ■+-r*) = z‘ (a*— a ad -J- r*). 

Faisant a a — üad -f- r 2 — f* — m a , l’équation (î) donne 

ty* ± Vd'f* -f m a rf). 

On connaîtra donc z ou CD ; ce qui résout le problème. 


at . . 
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APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

A LA RECHERCHE 

DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES PLANS. 


a3i. 1 er Problème. {Fig. i34). xL taht donnés un point A et 
une droite YY', trouver le lieu des points M, tel, que le rapport 
de leurs distances au point A et à la droite YY'; soit celui de 
m à n. 

Prenons YY' pour axe des y, et la perpendiculaire XAB pour 
axe des x; abaissons la perpendiculaire MP sur BX; nommons x', 
y, les coordonnées du point M , et faisons AB = b ; nous aurons 

AM : MP y. min, ou V ÿ % + (ù — x'ÿ l x' y. m l n\ 
d’où n’y* -f («’ — m’)x” — 2 n’bx' -f- n’b’ = o. 

Le lieu géométrique demandé sera donc une ellipse, une 
parabole ou une hyperbole , selon que l’on aura 

n^>m, n=m, n<^m. 

La droite YY' se nomme la directrice de la courbe. Dans le 
cas de la parabole , tous les points de la courbe sont également 
éloignés de cette droite et du point F ; on reconnaîtra facile- 
ment que ce point en est \e foyer, en remarquant que l’équa- 
tion se réduisant alors à y’ — abx -f- b’ = o , devient, en 
transportant l’origine au milieu de AB , y ’ — abx ■=. o. 

Dans le cas de l’ellipse et de l’hyperbole , on verra , en cher- 
chant la position' du centre et la valeur des axes, que le point 
A est un des foyers de la courbe , et que le rapport de m h n 

c • 

est - , en appelant 2 c la distance des deux foyers , et aa le 
grand axe ; et enfin que la distance du point B au centre est 
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a* 

— ; d’où il suivra que , dans l’hyperbole , la directrice est entre 

Je centre et le sommet, tandis que dans l’ellipse , la directrice 
est en dehors. 

On reconnaîtra de plus qu’en faisant varier la position rela- 
tive du point donné et de la droite donnée , ainsi que le rap- 
port ^ , on pourra obtenir toute courbe donnée du second de- 
gré , pourvu qu’elle ne soit pas un cercle. 

Il en résulte que toute ellipse , ou toute hyperbole , a deux 
directrices qui passent par les deux foyers, et que toute para- 
bole a une seule directrice qui passe par le foyer. 

On pourrait prendre la question d’une manière inverse, et 
se proposer le problème suivant , que nous nous dispenserons 
de résoudre, 

a e Problème. D'un foyer (Tune courbe du second degré , on 
mène un rayon quelconque à la courbe , et par son extré- 
mité une parallèle à l'axe qui contient ce foyer , de telle sorte 
que le rapport de ces deux lignes variables soit constant. On 
demande le lieu des extrémités de la parallèle à l’axe , pour 
une valeur donnée du rapport , et quelle valeur il faudrait 
donner à ce rapport pour que le lieu fut une ligne droite. 

3 e Problème. Trouver le lieu des intersections de deux tan- 
gentes à une ellipse , qui se meuvent de manière à être toujours 
parallèles à un système de diamètres conjugués. 

Soient x', y' et x*, y", les coordonnées des deux points de 
contact, et a'y* -}- b'x'—'a’b* l’équation de l’ellipse; les équa- 
tions des tangentes seront 

( i ) . . . b*xx’= u'b * , (a) . . . a*yy”-t- fi’xx'= a*i*. 

On aura en même temps 

(3) . . . c 2 / 2 -f fi* x'* = a* fi* , (4) . . . a*/'’ -f fi* x** = o*fi*. 

De plus, ces tangentes devant être parallèles à deux dia- 
mètres conjugués, le produit des tangentes trigonométriquesdes 

s fi* 

angles qu’elles font avec l’axe des x , doit être égal à — — ; ce 
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gui donne 

¥±?L=-L, ou (5)...6‘x / x*+a* y y = o.. é 

Désignant par x ,y, les coordonnées du point de rencontre 
des tangentes, elles satisferont' aux équations (1), (a) , de ces 
droites ; et pour avoir une équation où ces coordonnées soient 
les seules variables, ce qui sera l’équation du lieu demandé, il 
suffira d’éliminer x' ,ÿ ,xF, y" , entre les cinq équations pré- 
cédentes. 

Pour simplifier cette, élimination, on observera qu’il suffit de 
trouver l’expression des produits x x" , y' y" , en fonction de x 
et y , et de les reporter dans l’équation (5). Eliminant d’abord 
y entre les équations (x) et (3), il vient ,, 


(6 ) . . . (oy •+• 6*x*)x'*, — 2 a'b*xx' -f- c 4 (b* — y*) = o. 

p'- 

Or, l’équation en x* , résultant de l’élimination de y’ entre 
(a) et (4) ,cût été la même; les deux racines de l’équation (6) 
expriment donc x'et x" ; de sorte que 



(7 ). . . x'x' = 


a 4 (&♦— y) 

ay + b'x 1 ’ 


Mais, ei l’on change les x en y , et b en a , et réciproque- 
ment, les équations primitives ne changeront pas; il en sera de 
même de tous les résultats de leurs combinaisons; et ce chan- 
gement fait dans (G) , donne 


(8 )•••// = 


Zd (a* — x“) 
b‘x* -f- ay ’ 


Reportant les valeurs (7), (8), dex'x" Gty'y“, dans l’équation (5) , 
on trouve que l'équation du lieu géométrique demandé est 


ay -f- Zdx 3 = 2 a* b 3 . 


Ainsi , ce lieu est une ellipse ayant pour axes a \/ a et b [/ 2 , et 
par conséquent semblable à la proposée, puisque le rapport 
des axes est Je même. 

Du pourra résoudre le même problème pour l’hyperbole. 
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4* Problème. Trouver le lieu des intersections de deux 
tangentes à une ellipse , qui se meuvent de manière à faire 
constamment un angle donné , dont la tangente trigonomd~ 
trique est m. 

Soit tPy* -f- b’x* = a*b* , l’ équation de l’ellipse donnée; si 
nous désignons par p', p', les tangentes trigonométriques des 
angles que font avec l’axe des x les deux tangentes à l’ellipse, 
on aura la condition 


P —P 

<>)••• 


11 s’agit d'exprimer p ' et p* , en fonction des coordonnées di* 
point de rencontre des tangentes. Cherchons donc une équation 
qui ait p' et p" pour racines. Soit pour cela l’équation d’une 
droite quelconque 

y = pxfq-, 

en cherchant son intersection avec l’ellipse , et exprimant que 
les deux points d’intersection se confondent en un seul, on trouve 
la condition 

(a) . . . q*~ a‘p * -f- b*. 


Désignant par x', y les coordonnées du point d’où l’on fait 
partir cette tangente , on aura 


y ~ px -f- <7; d’où q —y — px'. 

Reportant cette valeur de q dans l’équation (a) , il vient 

y a -HpV* — apx'y' = tCp* -f- b ‘ , 

ou p’(a* — x /a )-f -o.px?y' -\-b % — y*=o. 

Les deux valeurs dep tirées de cette équation, exprimant p' et p" 
on en conclura, d’après les propriétés connues des racines, 


PP = 



et p—p': 


\/ <7 s y' a -(- ù a x' a — a 3 è 2 


Reportant ces valeurs dans l’équat ion (i), on aura pour l’équ*- 
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tioa du lieu cherché 

y/ a* y'* -f- £*x' 3 — a J à* 

7/> — • r — ... . 

a 4 -)- 6“ — y'*—x'* 

Chassant le dénominateur et élevant les deux membres au 
carre , on trouvera une équation du quatrième degré , qui con- 
viendra aussi bien à — m qu’à -f- m, puisque m n’y entre qu’au 
carré. Cette équation déterminera donc les deux courbes fer- 
mées , relat ives au cas de l’angle donné , et de son supplément. Ces 
courbes ne peuvent être données par des équations rationnelles 
séparées , parce que l’équation trouvée du quatrième degré , 
nç peut se décomposer en deux équations rationnelles du se- 
cond degré. 

Remarque. Lorsque l’angle donné est droit , m est infini , le 
dénominateur a’-f- — y'“ — x'* est donc nul ; ce qui donne 

pour le lieu cherché, y* -h- x* a* b* , équation qui repré- 
sente un cercle concentrique à l’ellipse , et ayant pour rayon 
{/a* -fl*. 

On ferait le même calcul pour l’hyperbole. 

Quant à la parabole , on trouvera pour lieu géométrique une 
hyperbole dont les deux branches seront déterminées , l’une 
par l’angle aigu des tangentes , Vautre par l’angle obtus supplé- 
mentaire. Cette hyperbole se réduira à la directrice , quand 
l’angle donné sera droit. 

5 e Problème. (Fig- i35). Par deux points donnés B .G, on 
mène deux droites BM , CM , telles, que l’angle MCB soit double 
de MBC. On demande le lieu des points M. 

Prenons le milieu A de BC pour origine, BCX pour axe des x, 
la perpendiculaire AY à BX pour axe des_y , et faisons BC = a a~ 
Les équations des deux droites CM , BM , seront 

(>)••• y = m ( x ~ a ), (a). .. y = n(x-f a). 

La tangente de l’angle MCB sera — m , et celle de MBC sera h'. 


_ 3 tança , an 

Or , tang a* = r- 2 — - j donc (3) . . . — nt= . 

0 i — tang « 1 — n 

Eliminant m et n entre les équations ( 1 ), (a), (3)., et obser- 

l 
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Tant que x et y , considérés comme les mêmes dans ces équa- 
tions, représentent les coordonnées du point «le rencontre M 
des «!eux droites, on trouvera que l’équation du lieu cherché , 
se réduit à 

y (y 1 — Sx 4 — 2 ax -{- a 4 ) = o. 

Le facteur y égalé à zéro, donne pour lieu l’axe des x; et en effet, 
quand la droite BM prend la direction BX , l’angle MBX devient 
nul , l’angle MCB qui en est le double , se réduit donc à zéro ; la 
droite CM est donp aussi appliquée sur l’axe des x, et tous les 
points de cet axe seront communs aux deux droites. Cet axe sera 
donc un des lieux qui satisfont à la question. 

11 y a encore un autre lieu donné par l’équation 

y 4 — 3x* — 2 ax -f- a' =o, 

qui représente une hyperbole. On obtiendra son centre O, en 
portant sur AB une quantité AO = -a. Prenant le point O pour 
origine, l’équation deviendra 



et l’hyperbole sera rapportée à ses axes. On aura les deux som- 

JJ 

mets en portant, à partir de O des abeisses , x~ dt a , et 

ses asymptotes feront avec l’axe des x, des angles ayant pour 
tangentes trigonométriques dz \/3. 

La condition géométrique pro[»osée ne dortne la construction 
que d’une seule branche de l’hyperbole. 

On aurait pu calculer d’avance le point où cette branche 
rencontre l’axe des x , en posaut la proportion 

BM ï MC ” sîn MCB sin MBC ” acosMBC I î. , 

Faisant converger l’angle MBC vers zéro, le rapport de BM à 
MC tend vers celui de 2 à r, et comme le point M se rapproche 
indéfiniment de l’axe des x , on obtiendra le sommet en parta- 
geant BC dans le rapport de 2 à i , et prenant CD =r-BC; c’est 
aussi ce que donne l’équation de la courbe. 
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Cohollaihb. On peut, en déduire la trisection d'un angle 
quelconque. Il suffit pour cela de décrire sur BC un segment 
capable du supplément de l’angle douné, et de chercher le 
point M de sa rencontre avec l’hyperbole; car la somme des 
deux angles B , C , sera égale à l’angle donné , et par conséquent 
MBC en sera le tiers. 

G e Problème. Trouver le lieu des centres des cercles tangens 
à deux cercles donnés. 

Nous prendrons pour axe des x la droite qui passe par les 
centres A, B , des cercles donnés, parce que la courbe devant 
être symétrique par rapport à cette droite , il n’y aura dans l’é- 
quation aucune puissance impaire de y. Désignons par R et r 
les rayons des deux cercles donnés , par a la distance de leurs 
centres; supposons que A soit le centre du plus grand cercle 
dont le rayon est R , et qu’on prenne ce point pour origine des 
coordonnées. 

Nous observerons d'abord que le cercle variable peut être 
tangent de plusieurs manières aux cercles donnés , que nous 
supposerons d’abord extérieurs l’un à l’autre , sans avoir aucun 
point commun. Ce cercle peut être extérieur aux deux proposés, 
ou les renfermer l’un et l’autre , ou enfin être extérieur à l’un 
et renfermer l’autre. 

Considérons d’abord les deux premiers cas ; soient O , O' 
(Jig. i36) les centres, et s, z les rayons de deux cercles pris 
daps chacune des deux séries de cercles tangens ; nous aurons 

O A = R -j-z, OB = r -f- z ; d’où OA — OB = R — r , 
0'A = a' — R, 0'ü=z'—r-, d’où OB- 0'A=R— r; 

ce qui apprend que le Jieu des points O est une des branches 
d’une hyperbole dont les foyers sont A et B, dont l’axe qui 
coupe la courbe est R — r, et que les points O' déterminent la 
seconde branche de la même hyperbole. 

Pour trouver l’équation de cette hyperbole , il suffit d’ex- 
primer les distances OA , OB , en fonction des coordonnées x , 
_y , du point O. Mais, 

OA = t /x*+y* t OB = y'yT+la — xÿ J 
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donc (1). .. v'x % +y % — -{/y-h (« — _r) J = R — r. 

Soit a* — (R — r)* = a. L’équation (1) , débarrassée de 
radicaux , se réduit à 

( 2 ) ... (R — r)y — «r* 4* *or + = o. 

Discutons cette équation : 

Lorsque les deux cercles sont extérieurs, on a (R — r) 1 ; 

a est donc positif, la courbe est donc uue hyperbole, comme 
nous l’qvions déjà remarqué. 

Quandjles deux cercles deviennent tangens extérieurement , 
on a a = R -j- a ; et l’équation (2) se réduit à 

(R — c)y — Rrx’ + Rr (R ■+■ r)x — 4R 3 r* = o. 

Lorsque les cercles se coupent, on a (R — r)* < a‘, et la 
courbe est encore une hyperbole. 

Quand le cercle B est tangent intérieurement au cercle A , on a 
<2 = R — r, et l’équation (a) se réduit à (R — r)y:=o; 
ce qui donne l’axe des x. Et, en effet, les cercles tangens aux 
deux proposés, soit extérieurement, soit en les enveloppant 
l’un et l’autre , auront nécessairement leurs centres sur la droite 
qui joint les centres A et B, puisque leur contact ne pourra ja- 
mais avoir lieu qu’au point même de contact des cercles A et B. 

Enfin , lorsque le cercle B devient intérieur au cercle A , 
on a (R — a ) 2 > 0“ , et l’équation (2) représente une cdlipse. 

Pour expliquer ce changement , il suffit d’observer que , lors- 
qu’on a fait disparaître les radicaux de l’équation (î)-, on a o!t- 
tenu le même résultat que si le premier membre eût été leur 
somme au lieu d’être leur différence ; l’ellipse que l’on obtient 
est donc celle qu’on aurait eue en posant OA-f-OB=R — r, 
et qui ne convient dans aucun cas à la question. Mais ces deux 
courbes ne peuvent être fournies que l’une après l’autre , parce 
que la différence OA — OB doit toujours être plus petite que 
AB , tandis que la somme OA -f- OB doit être plus grande qué 
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AB. On n’aura donc l’hyperbole cjue dans le cas de R — r <n , 
et l’ellipse dans le cas de R — r _> a. 

Passons maintenant aux cercles tangens extérieurement à 
l’un des deux proposés , et intérieurement à Fautre. On aura 
.alors (fig. i3 7 ) , 

OA = z + R , OR = z — r ; d’où OA — OB = R -f* r. 

Pour le cercle tangent extérieurement à B et intérieure- 
ment à A, on aurait 

O'B — O'A = R -fr. 

On obtiendra les deux branches d’une hyperbole ayant pou» 
foyers A et B , et dont l’axe qui coupe la courbe sera R + r. On 
observera de plus que pour obtenir l’équation du lieu cherché, 
il suffira de changer r en — r, dans l’équation (2). Faisant 
c 1 — (R + r) a = o, .on trouvera ainsi que l’équation du lieu 
cherché est 

(3) ... (R -f- r)y“ — Sx' -f- G ax — C a = o. 

Ce lieu sera une hyperbole si l’on a R -f- r <^o, c’est-à-dire 
si les cercles donnés sont extérieurs. 

Il se réduira à l’axe des x si R -f- r= a , auquel cas les deux 
cercles sonttangens extérieurement. 

Enfin , si on a R + r > a , c’est-à-dire si les cercles donnés 
sont intérieurs l’un à l’autre , l’équation (3) représentera une 
ellipse, quoiqu’on ait obtenu cette équation d’après une propriété- 
caractéristique de l’hyperbole. La raison en est que , comme 
dans le cas précédent , la disparition des radicaux a pro- 
duit le même résultat que si l’on avait eu la somme OA -f- OB 
au lieu de la différence OA — OB; mais dans ce cas-ci , l’ellipse 
convient à la question , parce qu’elle est déduite de l’équation 
OA -f- OB = R-f- r, qui est précisément celle qui se rapporte 
au cas que nous considérons. 

7 e Problème. (Fig. i38). Etant donné un angle YAX , 
on demande le lieu décrit par le centre de gravité du triangle - 
ABC , en supposant que l’aire de ce triangle soit constante , ou 
que BC soit d’uitc longueur donnée. 
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Choisissons AX et AT pour axes de coordonnées. Soit M le 
milieu de BC; prenant AN = | AM, le point N sera le centre de 
gravité du triangle ABC -, tirons les parallèles MP, NQ à AY, 
et nommons x , y, les coordonnées AQ , QN , de N ; nous aurons 

MP=ÿBA, APxr' AC , ^=5MP=iBA, x=|AP=iAC; 
d’où 'AB = 3y , AC = 3x. > 

Cela posé : 1°. lorsque l’aire ABC reste invariable , le produit 
AB X AC est égal à une constante m‘. Ce qui donne • 

3y X 3x = m* , 

pour l’équation [du lieu géométrique demandé. Cette équation 
représente une hyperbole ayant pour asymptotes AX et AY. 

2 °. Lorsqu’on suppose que BC est une constante a , on a 

a*=ÂB -f- AC — aAC X AB X cosYAX. 

Désignant cos YAX par b , et remplaçant AB et AC par leurs 
valeurs 3 y , 3x, le résultat 

y 1 ■+■ x a — ubxy = a) a , 

est l’équation du lieu géométrique demandé. Cette équation 
représente une ellipse rapportée à son centre. L’ ellipse devient 
un cercle quand b= o, c’est-à-dire quand l’angle YAX est droit. 

8” Problème. (Fig. 109). Trouver le lieu des pieds des perpen- 
diculaires abaissées du point fixe A , sur une droite BC = a , 
que l’on inscrit de toutes les manières possibles entre deux droites 
XX', YY', perpendiculaires entre elles. 

Prenant AX et AY, pour axes des coordonnées, désignant AC 
par » et B A par S, l’équation de BC sera 

Sx -)- «y = 

La perpendiculaire AM abaissée de l’origine A , sur BC, aura 
pour équation ax — Cy = 0 , 

ét on aura la condition a* -j- C 1 = u*. 

Ces trois équations auront lieu pour chacun des quatre 
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ongles droits formés en A. Eliminant entre elles les variables 
a, on obtiendra une équation entre les coordonnées x,y, 
du point de rencontre des droites BC , AM , et qui représentera 
le lieu cherché ; elle sera 


(x*-f- y”) 1 = a'xy. 


La génération de ce lieu fait voir immédiatement, qu’il se 
compose de quatre branches égales, situées dans chacun des an- 
gles YAX , YAX', Y' A Y , Y'AX' , et symétriques chacune par 
rapport à la droite qui divise en deux parties égales l’angle dans 
lequel elle se trouve ; ces brandies passent toutes par l’origine. 

Pour reconnaître sous quel angle la courbe rencontre les axes 


à l’origine, cherchons la valeur de ^ ; et pour cela dévelop- 
pons l’équation de la courbe , et divison;-la par x*, il viendra 




3y» ± 1 /( 11 “ — 3y l Y — 4y a (3y a -f- x a ) 


2 .y 


valeurs qui pour x~o et y = o , donnent 


= o et - x cc ; 

X X 

ce qui fait voir que la courbe est tangente k l’axe des x et à 
l’axe des y. 

U équation polaire de cette courbe est très simple, en pre- 
nant A pour pôle , et faisant 

AM = R, x=Roos$>, y = R sinf. 

Substituant ces valeurs de x et y, dans (î), on trouve que 
Féquation polaire de la courbe se réduit à 

( 2 ) . . . R — a sin <p cos <p. 

C’est ce que l’on aurait pu obtenir directement en observant 
que l’on a AM = R = AU sin <p et AU = a cos q> ; 
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à’ où ( 2 ) . . . R = a sia <p cos <p = £ a sin 3<p. 

L’éqaation ( 2 ) est plus facile à discuter que l’équation ( 1 ) '; 
on reconnaîtra que le maximum de R correspond à celui de 
sin 2 <p , qui a lieu pour <p = et R = ja; que la .courbe 
est symétrique par rapport aux lignes qui partagent en deux 
parties égales les quatre angles en A. 

De plus , pour chacune des valeurs 

Ç = 0, Ç = {7T, <p = Ç=|t, P — 2x, 

on trouve R = o ; d’où il suit que la cpurbe commence par 
être tangente à l’axe des x , puis devient tangente à l’axe dcs_y-; 
et ainsi de suite successivement toutes les fois que la 'courbe re- 
vient à l’origine. 

9 * Problème. ( P'ig. i4o). D'un point donné A, on mène 
à une courbe du second degré deux sécantes quelconques . . . 
ABE, ACD; on joint deux à deux les points de rencontre avec 
la courbe. Il s'agit de trouver le lieu des points d’intersection 
M et N de ces droites entre elles. 

Prenons AEX pour axe des x et ADY pour axe des y. Soit 

. ay 1 -f- bxy -f- ex * -j- dy -|- ex +/— o, 

l’équation de la courbe par rapport à ce svstème \a,b ,c, d, e ,f, 
seront des quantitésqui varieront quand on passera à deux autres 
sécantes. Faisons 

AB = a , AE = * , AC = £, AD = 0 , 
u et et seront racines de l’équation 

( 1 ) ... ex* -f- ex +f = o , 
et 11,0 seront racines de 

( 2 ) ...ay % + dy +/= o. 

Cela posé , les équations des droites DE , CB, sont 
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Pour éliminer «t, a? , 0, j2', ajoutons ces deux dernières équa- 
tions membre à membre ; il en résultera 


Mais , a et * étant racines de l’équation (i) , on a 

a -j- a' = — - et ao! = — . 

c c 

De même , /S et 0' étant racines de l’équation ( 2 ) , on a 

/s+0'=-- et AT = 4 
~ a a 


Substituant ces valeurs dans l’équation (3), elle donne 

« 

dy + ex + a f— o. 

11 est facile de voir que cette équation est celle de la droite 
pnM , qui passe par les points de contact n , p, des tangentes 
menées à la courbe par le point donné A (*). Cette droite est 
donc le lieu cherché des points M. 

Quant au point N , il est déterminé par la rencontre des 
droites DB et EC, dont les équations sont respectivement 



(*) On se rappellera pour cela que lVquation generale de la tangente au 
point y, de la courbe ayant pour équation ay'-i-bxy-j-cx'+dy+ex+f^Q 
est 

la-fY -1- b (x y’+yx) -+■ aeia'-t- d (y +y') ■+■ e (x -f- x')+ a f =,o, 

/ 

Or, si par un point a, C, ou veut mener une tangente, on aura entre x' et Y 
l’equation 

a aC/ + b (*Y+ Cx') -J- icax'+ d (C -hy') ■+■ e(a ■+• x') -+• a f— o ,1 

qui, en considérant a' et Y comme variables, représente t’equation de la droite 
qui passe par les points de contact. Si maintenant on sopposc que le point «,€ 
Soit l’origine , cette équation se réduit il dy •+• ex + if— o. 
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11 en résulte ique le lieu d^Ams les points M , N , cherchés 
est la droite pnM , qui joint les points de contact p , n , des tan- 
gentes menées du point A , à la courbe donnée. 

Passons à la solution géométrique du même problème. 
Nous commencerons par faire observer que si les sécantes EB , 
DC, au lieu de concourir en un point constant A , étaient pa- 
rallèles à une direction fixe , les rencontres M et N se feraient 
sur la droite qui joindrait leurs milieux , et par conséquent sur le 
diamètre même de ces cordes. Nous allons chercher à ramener 
à ce cas celui oh les sécantes concourent au point donné A , in- 
térieur ou extérieur à la courbe. 

Concevons à cet effet qu’on prenne la perspective (*) , de la 
figure proposée sur un plan quelconque, et d’après un point de 
vue arbitraire ; il en résultera un système de ligues disposées de 
la mcrhe manière dans une nouvelle courbe, qui sera encore du 
second degré, puisque' le cône qui a son sommet a« point de 
vue et pour base la courbe donnée, ne peut être coupé par le 
plan de perspective que suivant une courbe du même degré. On 
remarquera de plus que tous les points de rencontre des sé- 
cantes entre elles, ou avec la courbe dans l’un des systèmes, 
auront pour perspectives dans Fautre les points d’intersection 
homologues. Or, on peut placer la plan qui reçoit la perspective • 
parallèlement à la ligne qui joint le point A au point de vue, et 
alors toutes les sécantes, au lieu de passer par un même pttint , 
sont parallèles entre elles; d’oh il suit que, dans ce système 
tous les points homologues à M et N sont en ligne droite, et que 
par conséquent aussi ces derniers sont en ligne droite, puis- 
qu’ils sont les perspectives des premiers. Le lieu cherché est 
donc une ligne droite MN. 

i er Coboixaibb. Lorsque les sécantes AE , AD , se rapprochent 


(*) C’est pour abréger le discours que nous nous servons du ri rot de per- 
spective. 11 suffira d<! se rappclpr que la perspective d’un point sur un plan est 
l’intersectiotl de ce plan avec la droite qui joint le point avec un point con- 
stant qui sc noftwrc le point Je vue, et que là perspective d'une ligne est le 
lieu des perspectives de tous ses points. 
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indéfiniment l’une de l’autre, lèüslignes MD , MC, tendent à de- 
venir tangentes. Ce qui fait voir que si d’un point quelconque A 
on tire des sécantes à une cour'ie du second degré , et que par 
leurs points de rencontre avec la courbe, on mène des tangentes 
à cette courbe , la suite des intersections deux à deux de ces 
tangentes sera encore la même droite MN, que dans le cas gé- 
néral que nous venons d'examiner , où l’on considérait des 
sécan tes. 

Enfin , pour connaître la position de cette droite , MN, dans le 
cas ou le point donne A est extérieur à la courbe, on supposera 
que la sécante mobile se rapproche indéfiniment d’étre tan- 
gente; alors ses deux points de rencontre se rapprocheront l’un 
de l’autre, .ainsi que le point d’intersection des deux tangentes 
correspondantes. 

11 en résulte que la droite, qui est le lieu de ccs intersections 
M, N , passe nécessairement par les points de contact n, p, des 
tangentes menées à la courbe par le point A. 

On reconnaîtra facilement que la droite conjuguée d’un foyer 
est la directrice correspondante à ce foyer. 

a* Conoi.LAiRE. Ou peut conclure de là un moyen simple de 
mener par un point donné A une tangente à une courbe du se- 
cond degré, -au moyen de la règle seulement. On tire de ce 
point deux sécantes ABE , ACD, qui coupent la courbe en quatre 
points B, E, C, D; on joint ces points deux à deux par des 
droites qui se coupent en M et N; la droite menée par M et N 
coupe la courbe aux points n et p de contact demàndés. De 
sorte que Au et A p sont les tangentes à la courbe. 

Quand le point donné M ( Jig. i4i) est sur la courbe, on tire 
une sécante quelconque MB, on prend sur elle un point G, et 
on construit la droite conjuguée ÛV du point C: cette dernière 
droite contient le point de rencontre des tangentes menées aux 
points M et B. On détermine semblablement la droite conju-' 
guec XY d’un autre point D de MB. Le point O de rencontre 
des droiles UV, XY, sera celui où se couperaient les tangentes 
aux points M et B ; la droite OM sera donc la tangerite cherchée- 

3° Conoï.LAiKE. Il suit encore du premier corollaire que si de 
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tous les points d’une droite extérieure à une courbe du se- 
cond degré, on tire des couples de tangentes à cette courbe, 
et qu’on mène des droites par les points de contact des deux 
tangentes qui partent d’un même point, toutes ces droites pas- 
seront par un même point. * 

Si la droite donnée coupe la courbe, et que pour chacun de 
ses points on cherche la droite conjuguée qui ne sera plus une 
ligne de contact, toutes ces droites passeront encore par un 
même point. 

4* Corollaire. On peut déduire de ces propriétés un moyen 
de construire par points une courbe du second degré, quand 
on en connaît cinq points, E, B,C, D, F, (Jig. i4o). On join- 
dra deux à deux les quatre points E, B, C, D; on déterminera 
ainsi un point A et sa droite conjugée MNG. On tirera la droite 
indéfinie AFII et la droite DF, qui coupera MNG en P-, par C 
et P, on mènera une droite indélinie CK, dont l’intersection avec » 

AH fera connaître un sixième point Q de la courbe demandée. 
Considérant ce point Q avec quatre des précédens , on déter- 
minera encore un nouveau point de la courbe, et ainsi de suite. 

TnioRLME. Soit une courbe représentée par Féquation du 
degré m , en x et y , 

Aÿ“ + By— * + . . ?+ Ty + U = o. 

Le produit des ordonnées ( tant réelles qu’imaginaires ) cor- 
respondantes à une abscisse quelconque , est dans un rapport 
constant avec le produit des distances du pied de cette ordonnée 
aux points de rencontre ( réels ou imaginaires ) de la courbe 
avec P axe des x. 

En effet, pour une abscisse quelconque x, le produit des 

ordonnées sera ^ , abstraction faite du signe. Mais Ù est un 

A v. . 

polynôme en x qui peut être mis sous la forme 

U = K (x — a) (x - b) (x-c) . . . (x— /),.„* ' 1 

a , b , cy. . ., / , étant les abscisses relatives 'ky= o. Désignant 
donc par P le produit des ordonnées correspondantes à l’ab- 
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ïcisse arbitraire x, on aura 

;• -» ■' 11 

Ps=ï(x— a) (x — b) (x — c) ...\x—l)y 

ou ^ ‘ ‘ ' (x.- — a) (x — b) . . . (x — /) A’ ,s 

Mais, x — n , x — b x — /, sont (abstraction flûte de» 
signes)- les distances du pied de l’ordonnée aux points dé Taxe 
des x, qui ont pour abscisses a , b, c, . . . , Z, de plus X et A 
sont des coefficieus constans. Le théorème est donc démontré. 

Si le coefficient A , au lieu d’être constant , était une fonc- 
tion de x, il pourrait se mettre sous la forme 

A = A' (x — a') (x — b ') .*. . (x — /') , 

et l’équation (i) deviendrait 

. - — i t K 

( (x — a)(x — 6)...(x — /) t = j- r . 

i(x — o')(x — b ') . . . (x — ï )) 

Les quantités x — a’ , x — b' , ... x — ï , seraient les dis- 
tances du pied de l’ordonnée aux points constans de l’axe des x, 
gui ont pour abscisses a! , b' , ,1' . ' \ ~ ■ 

i* r Coboixaux. Soient deux sécantes AEC, ADE {fi g- i42), 
b une courbe quelconque du second degré, et deux autres sé- 
cantes A'C'C' , A'D'E', respectivement parallèles a AC et AE -, 
on aura 

AB X AC : AD X AE : : A' B' X A’C' : A'D' X A'E'. 

En effet, concevons qu’on prenne AE pour axe des x, et AC 
pour axe des y, prolongeons la droite C'A' jusqu’à ce qu’elle 
coupe AB en K ; on aura, par le théorème précédent, 

AB X AC : AD x AE :: KB' X KC' ! KD X KE. 

Mais semblablement , en considérant les deux axes KC', KE, 
on a % 

KB' X KC' : KD X KE " A'B'XA'C' : A'D' X A'E'i 


Digitized by Google 



..,î C 34 ' ) 

Donc enfia 

r ’ ' ’ 1 • 

AB X AC : AD X AE A'B' X A'C' : A'D' X A'E'. 

„ Cette propriété a lieu quelque part que soient pris les points 
A et A' , dans le plan de la courbe. 

Si l’on prend pour l’un d’eux le point de couconrs des tangentes 
parallèle? aux sécantes, le rapport constaul sera celui des carrés 
des portions de tangentes comprises entre le point de rencontre 
de ccs tangentes et les points de contact. 

Si la courbe à un centre, et qu’on mène les sécantes par ce 
■point , le rapport constant sera celui des carrés de ces diamètres. 

2 e Corollaim. Si par un point douné A {fi g- i4i>), on tire 
une, droite qui coupe une courbe du second degré en deux 
points B, C , et qu’on propose d’en tirer une seconde ADE , telle 
que les deux produits AB X AC, AD X A-E, soient égaux, il 
suffira de mener la droite AE de manière à ce qu’elle forme avec 
un axe de la courbe le même angle que AC; car alors les tan* 
génies para'lèles se couperont sur cet axe et seront de mémo 
grandeur; le rapport de leurs carrés sera donc l’unité, et par* 
conséquent les deux produits en question, qui out entre eu* 
le même rapport, seront aussi égaux. 

TaÉouÈME. {Fig. i43). Si d’un point quelconque d’une di- 
rectrice ,onmène deux tangentes à une courbe du second degré . 
et qu’on abaisse du même point une perpendiculaire sur la 
droite qui joint les points de contact, la rencontre de ces deux 
dernières droites aura lieu au foyer F de la courbe. 

En effet, tirons par le foyer F deux sécantes quelconques 
MP,QN , les droites NM, PQ, prolongées se rencontreront ea 
un point S de la directrice, qui est la droite conjuguée du 
foyer {pag. 338). Joignons SF, et abaissons sur la directrice le» 
perpendiculaires MK, NH, les triangles SFM , SNF, ayant un 
angle égal en S, seront entre eux comme les rectangles des côtés 
qui comprennent cet angle, ou comme SM est It SN , ou comme 
MK est à NTI , ou enfin , comme FM est à FN (d’après la pro- 
priété connue de La directrice ). 

Les deux mêmes triangles sont donc entre eux comme les 
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rectangles des côtés qui comprennent leurs angles en F ; donc 
ces angles sont égaux ou supplémens l’un de l’autre. Or, dan» 
le cas actuel ils 11e peuvent être que supplémens ; la droite SF 
partage donc l’angle MFQ en deux parties égales. 

Cela posé , si on suppose que les deux sécantes MP , NQ , se 
rapprochent indéfiniment l’une de l’autre, les mêmes relations 
auront toujours lieu; ces deux sécantes tendront à se réduire à 
la droite qui joindrait les points de contact des tangentes à la 
courbe menée par le point quelconque S de la directrice; et de 
plus, SF tend à devenir perpendiculaire sur cette droite, puis- 
que l’angle MFQ devient alors égal à deux angles droits. Ce qui 
démontre le théorème énoncé. 

TuéokIîme. ( Fig. 1 44 ). Le produit des perpendiculaires 
abaissées des deux foyers F, F', d'une courbe du second dé g ré, 
sur une tangente quelconque PP', à cette courbe , est égal au 
carré du demi-axe h qui ne contient pas les foyers. 

En effet, soit A le centre , et (1).... a*y* -j-b*x* — a'b*, l’é- 
quation de la courbe. Les foyers F, F', seront sur le grand axe 
BD = 2 a. On aura , 

AB = AD = a, AF = AF' =c , a*— A\ 

Tirons la perpendiculaire AM à la tangente PP', et la paral- 
lèle KAK'à PP', nous aurons AP— a (page *85) et 

FP X FF = (KP — RF) (RP + KF) 

--= KP — KF = ÂP — ÂFV= a* — e* = b‘, 

ce qui démontre le principe énoncé. 

On parvient au même résultat en prenant l’expression des 
perpendiculaires FP, FF, d’après l’équation de la tangente 


xx' = a*b % ; car on trouve 


FP= 


b 1 {a* — ex' ) 

V/*y a +b<7 l> 


*»(«» - IrCx') 

v/ a y a -f-iu-' 1 ’ 


F'F = 


d’on 


FP X F ’P' =* ^ 4 ( q4 c * x 
x rtÿ'+Mx'*:. 
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Remplaçant a’_y' a par sa râleur ii u b* — b*x"', tirée «le l’équa- 
tion ( 1 ) de la courbe, cette expression de I P X F'!*, se ré- 
duit à b % . 

Théorème. (Fig. i45). Si Von mène deux tangentes pa- 
rallèles, BH,B'R', dans une courbe du second degré , et qu’on 
les coupe par une troisième tangente quelconque K'MK, le 
produit des segmens B'K', BR, sera égal au carré du demi- 
diamètre conjugué de BB'. 

En effet, prenons B'B pour axe des x, et son conjugué pour 
axe des y; l’équation de l’ellipse sera (x). . .a* y* + b*x i ~a’‘b’‘ } 
et l’équation de la tangente KR' au point x’ , y' , sera 

a*yÿ -f- b*xx' — a‘é a . 

Si l’on y fait x = a , on trouTC 

*>■1^1) = EK. 

J oy 

Supposant ensuite 


On en déduit 4 
BR X B'K' = 

Corollaire. Si l’on mène une autre tangente quelconque 
H'NH , et qu’on joigne H'R , R'H, ces deux droites se rencontre- 
ront sur le prolongement du diamètre B'B. En effet, d’après le 
tliçorème précédent , on a 

• # 

BR x B'K' = BH X B'H‘ , d’où BR : BH : : B'H' : B'K'. 

. # 

Il s’ensuit que les trois droites B'B , H'R , R'H , concourent 
en un même point. 

io e Problème. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un point donné sur toutes les tangentes menées à 
une courbe donnée. 

Soient, F(x?,y') = o l’équation de la courjae , « et S. les 


x = — a, on trouve 

* n*\t 


ay 


V{al-a'x’') _ ( a'b'-b'xf' S _ 

. ay ” 1 \ a*y* J 
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Coordonnées du point donné, et x , y' celles d’un point quel- 
conque de la courbe ; la tangente en ce- point aura pour 
équation 


y-y 


et l’on aura en même temps F (x', y) = o. . , . " 

La perpendiculaire abaissée du point donné sera déterminée 
par l'équation 

. ! = 

et on obtiendra l’^uation dulieu cherché en éliminant x', y' entre 
ces trois équations. On pourra substituer à la première, celle que 
l’on obtient en la multipliant par la dernière, et qui est 

iy—y'S (y—O = — (x— x') (x — «); 

équation généralement plus simple que la première. 

Si l’on exécute ce calcul pour les courbes du second degré i 
en prenant le foyer pour le point constant, on trouvera dans 
le cas de l’ellipse, le cercle décrit sur son grand axe comme 
diamètre ; dans le cas de l’hyperbole, le cercle décrit sur son 
axe réel (*); et enfin pour la parabole, la tangente à l’extrémité 
de son axe. , . 

Si l’on considérait un cercle , et que le point donné fût pris 
sur sa circonférence, le lieu serait une courbe fermée, du qua- 
trième degré, qui passerait par les deux extrémités du diamètre 
mené par le point donné , et aurait en ce dernier point un rebrous- 
sement du premier genre, tangentiellement à ce diamètre. 

, 11 * Problème. {Fig- i46). Soient B et C deux points don- 
nés , et M un point quelconque d’une courbe IIS donnée. On tire 
des droites BN , CN , respectivement perpendiculaires aux 
droites BM, CM, et qui se coupent en un point N. Il s’agit de 
trouver la courbe formée par les points N , qui correspondent 
aux dijferens points de la courbe RS. 


(*) Par axe réel, on entend celui des deux axes rectangulaires conjugues 
qui coupc la courbe. 




), 
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Prenons CBX pour axe des x , et pour axe des_y la perpendi- 
culaire AT à CX , menée par le milieu A de BC. Désignons fmr 
x , y , les coordonnées de M , par x , y , celles de N , et fa isons 
BC = aa. . 

On aura , à cause des angles droits en C et B , 

CM + CN*= MB*-*- BN d’où CM’— BM*= BN — CN. 

r ft » 

Or, ces différences sont respectivement égales à CP— PB, 
et à BQ’ — CQ ; donc, les points P et Q sont à égales distances 
des extrémités.B et C. 

Cela posé , on aura d’abord x = — x . 

Ensuite, les triangles semblables CNQ, CMP, donneront 

cq:— /:: y:CP, ou a+ x':~ y' ::y: a + x/. 

et comme a: s= — x ' , la dernière proportion conduira à 

x ' 1 — n a 

Connaissant ainsi x et^ en fonction de x' et de y' , on les re- 
portera dans l’équation de la courbe que doit décrire le point 
M, ce qui fournira J’équation du lieu des points N- 

i°. Lorsque la courbe donnée est le cercle décrit sur CB 
comme diamètre, on trouve, pour le lieu cherché, le même 
cercle ; car alors on a x a -J-y = a*. Substituant les valeurs de 
x et y , en x , y', U vient 

(x'» — 

y* • - ’ 

Divisant par x ,a — a’ , on retrouve ' 

• y' a +x' a — û a = o. 

s- 1 ' . . 1 

fl°. Quand le point M décrit une courbe quelconque du se- 
cond degré , le point N en décrit généralement une du qua- 
trième degré , qui peut', dans certains cas , se réduire au troi - 
sième ou au second , ou même au premier degré. Eu effet , soit 

(')••• *y" + >c , +<iy-j-sx-i-9=o, 


+ 


(x' a — a a )/ a -f- (x' 1 — « 3 ) a = o. 


Digitized by Google 


sera 


( 346 ) 

l’équation de la oourbo donnée; telle du lieu cherché 

. 

«(x 4 — a 4 ) 4 — Cxy(x 4 — ü 4 )+>,xy +<ty(x 4 — n)— « cy 4 -f6y = o. 

Cette équation est généralement du quatrième degré. Cela posé • 
i°. Si <t = o, on pourra diviser tous les termes par y, et l’on 
aura une équation du troisième degré. 

a 0 . Si la courbe donnée passe par les deux points donnés, il 
faudra qu’en y faisant y» = o , on trouve x= ± a ; ce qui exige 
que £ = o et ô= — y a'. Divisant alors l’équation du lieu par 
x 4 — a ' , elle se réduit à 

(a)... «(x* — a 4 )— = °> 


et représente une courbe du même genre que la proposée, 
puisque ce genre est déterminé pour chaque courbe par le 
signe de la meme expression ff 4 — 4 tty. 

Le lieu cherché ne pourra donc se réduire à une ou deux 
lignes droites, que dans le cas où la proposée sera une para- 
bole ou une hyperbole. 

Dans le premier cas, G 2 = 4 a ?i l’équation (a) donne 

• ** - * * * * *“ 
v 

y ** “r - aWx + + 4 *ya , 


et représente deux droites parallèles. 

Lorsque £ = o, on a a.y = o; et supposant <* = o, il vient 

» . / » 

y — ~~ r v — ^ » ce < l ul donne y =o et y = — -. 

Comparons ces résultats avec la position de la courbe donnée. 
Son équation , en vertu des hypothèses ei= o, G=o, i r=o , 
8 = — ya 2 , se réduit à 


yx 2 + Sy — y a 2 = o, ou à x 4 -f»-y — a*=o. 


équation qui représente une parabole dont le paramètre est 
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- , dont Taxe est la droite AY , et dont Iç sommet a pour 

y 

ordonnée — t~. 

* > 

Or, la première équation y—o du lieu cherché, repré- 
sente l’axe des x ; ce lieu s’obtient lorsque les deux droites mo- 
biles qui se rencontrent sur la parabole, sont parallèles à son 
axe, auquel cas elles rencontrent la parabole à l’infini; leurs per- 
pendiculaires respectives se confondent avec l’axe des X dont 
tous les points appartiendront au lieu cherché , puisqu’ils seront 
à la fois sur ces deux dernières droites. Négligeant cette solu- 
tion, qui est fournie par une seule position des droites mobiles , 

y 

il restera le lieu de l’équation y = — - , qui est une parallèle 

à l’axe des x , placée , par rapporta l’origine, du côté opposé . 
au sommet de la parabole, et à une distance de l'origine, 
égale au paramètre. * 

On pourra discuter semblablement les circonstances que pré- 
senteront les diverses hypothèses qui peuvent être faites dans le 
cas que nous venons de traiter, où l’on a = 4 <ty. 

Lorsqu’on a C* — 4ay. o , la courbe donnée est une hyper- 
bole , et son équation devient , d’après l’hypothèse qu’elle passe 
par les deux points donnés , 

-, •• (3). . . *y* + Cyx + — ya*=o. 

*Si l’on avait cl ±= o , l’équation (a) deviendrait 

* , : • / 

Sx y +yy'+ty=o> 

et se décomposerait en _y = o et Çx ■+■ yy -f- ï = o; 

L’équation (3) se réduit alors à 

* 

Gyx -f- ty — ya * = o, 

et l’hyperbole qu’elle représente , a une asymptote parallèle à 
l’axe des y. Les deux droites mobiles peuvent donc encore de- 
venir parallèles à J’axe des y , sans cesser de se rencontrer sur 
la courbe , et leurs perpendiculaires se confondent avec l’axe 


Digitized by Google 


( 348 ) 

des x, qui fait alors partie du lieu, et est relatif à l’équation 
y — o. Quant à la seconde équation , Gx -f- >_y-+- <J“ = o , elle 
représente une autre droite qui correspond à toutes les posi- 
tions des droites mobiles non parallèles à l’axe des y. 

On pourra chercher , d’une manière générale , tous les cas 
ou 1 équation (a) se réduit à une ou deux, équations du premier 
degré, en supposant toujours £* — 4 *y j> o. 

ia® PnoEiinE. {.Fig. 147). On donne deux droites rectangu- 
laires VY", Y Y', et une longueur AD=ao; un angle droit DEF, 
dont le coté EF est égal à a a, se meut de manière que son 
coté perpendiculaire à EF, passe constamment par I), et qio 
le point F glisse sur ÀV. On demande le lieu décrit par U 
milieu M de EF.' 

Soit II le milieu de AD; menons I1X parallèle à AV, et' 
prenons pour axes des x et y les droites 11X, 11Y. Désignons 
par x et y les coordonnées IIP , MP , du milieu M de EF ; les 
triangles semblables M1F, K El , douucnt , 

IF : IM -J- MF ; : EF : RE -j- EF , 

_ _ . . . 

ou v/a‘ — (y — a)-', y :: aa: AFj car K.E + KF = AF- 

Or, AF = x -f s/cd — (y— a)'. 

Egalant les deux râleurs de AF, on trouve que F équation du 
lieu cherché est * 

* • . - * 

y* = x a {aay —y *) , ou y = ( 2 a — _y)x*; 

car_y=o ne peut convenir à la question. ' 

Il est facile de reconnaître que cette courbe est ■Symétrique 
par rapport à l’axe dos y* , qu’elle passe par l’origine, et qu’elle 
a une asymptote dont l’équation est y =2a. Cette courbe est 
la cissoïde de Dioclès. 1 . 

i3* Problème. ( Fig. 148). Par quatre points M , N , P, Q > 
donnés dans un même plan, on fait passer une infinité de 
courbes du second degré , et dans chacune d'elles on mène le 
diamètre des cordes parallèles à une droite fixe cré ant pour 
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= nx. On pro/tose de démontrer que tous ces dia- 
mètres se coupent ert un même point , et de déterminer ensuite 
le lieu de ces points quand n prend toutes les valeurs possibles. 

Prenons pour axes des x et y, les deux droites AQPX, 
AMNY , et faisons 

* , 

ÀM = », AN = £ , AQ = «, AP = a.'. 

L'équation de la courbe du second degré devra être telle, qu’en 
y faisant x=o, les valeurs correspondantes dey soient CetC'j 
elle devra donc être de la forme 

y * + nixy + ax* — (C -+• £)y-\-bx-\-C£ = o. 

Mais en faisant y—o, on doit trouver pour x les valeurs 
a , *' ; on a donc . 


m restant arbitraire. 

D’après la théorie des diamètres des courbes du second degré, 
l’équation du diamètre des cordes par allèles h la droite y = nx, 
sera 1 


Or, on satisfera à cette équation, quel que soit m , en posant 





L’équation d’une courbe quelconque du second degré passant 
par les quatre points donnés sera donc 



/ 


m Çy+/tx) -f 2 ny+^ x — (C + C')»» — (* + «) = 0 . 



Les valeurs de x et .y tirées de ces deux équations seront les 
coordonnées d’un point qui appartiendra à la fois à tous les 
diamètres. 11 est donc prouvé que tous ces ‘diamètres passent 
par un même point. 


« 
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Sî maintenant oft veut connaître le lieu des points .qu'on ob- 
tiendra de la sorte , en faisant passer n par toutes les valeurs pos- 
sibles, il suffira d’éliminer n entre les équations (i), ce qui 
donnera 

2 Î 6 ' a . -1 — üa.a y u -f- eut (C-j-C) y — ÇC (a. -f- <*') x = o. 

\ • i. 

Il est facile de reconnaître que cette courl>e passe par l’ori- 
gine A j que les droites AX, AY,éont parallèles à un de ses systèmes 
de diamètres conjugués, et que son centre a pour coordonnées 

*=4(*+*V y=lv+C). 

Mais comme on aurait été conduit aux mêmes calculs en pre- 
nant pour axes des coordonnées Iqs deux autres droites PNA', 
QMA', on en conclura que lacourbe cherchée passe par le point 
A’ , et que ces deux dernières droites sont parallèles à un sys- 
tème de diamètres conjugués. 

De plus, si on fait 

A'N —a, AT=a' , A'M = b , A'Q = b', 

on verra facilement que , par rapport à ces nouveaux axes, on 
aurait trouvé pour les coordonnées du centre 

*'=*!(«*')» y 

Si on construit ce point d’après le premier système d’axes, 
on reconnaîtra aisément, d’après les valeurs de ses coordonnées, 
qu’il est le milieu de la droite qui joint les milieux des côtés 
opposés MX, PQ. D’après le second système, ce point se trou- 
vera au milieu de la droite qui joint les milieux des deux autres 
côtés 3NP, MQ; ce qui prouverait , si on ne le savait pas d’avance, 
que dans tout quadrilatère 1 plan , les droites qui joignent les 
milieux des côtés opposés se coupent en leur milieu. 

Remabque. Pour une valeur donnée de n, il est facile de 
construire le point d<? rencontre de tous les diamètres des 
courbes du second degré correspondantes aux diverses valeurs. 


\ 
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de m ; car ce point est, comme nous Tarons vu, sur la droite, dont 
l'équation est'_y -f- «x = o, et on le construira en menant par 
l’origine A une parallèle AV à la droite donnée y = nx, puis 
d’un de ses points menant VK.V' parallèle à AY, et prenant 
KV'=KV , la droite AV' sera celle que représentera l’équation 
y -f- nx — o. 

Faisant une construction analogue relativement au point A' 
et aux deux droites A'P, A 'Q , on aura une seconde droite, qui, 
par son. intersection avec AV', déterminera le point cherché. 

Si l’on avait a! — a et C'= G, les courbes variables seraient 
tangentes au deux droites AX , AY , aux points coustans M , Q , 
et l’équation du lieu deviendrait 

C*X* — «y -J- et a Sy — C*ctX= O. 

Si les quatre points M, N, P, Q étaient sur un même cercle , 
on aurait a* = SC, et l’équation du lieu demandé se réduirait à 


ax* — + — (*+«') x = o. 

i4 e Problème. {Fig. i4g). Par un point donné B, on mène 
une droite quelconque qui coupe une ellipse donnée en deux 
points M et K; on détermine un point P sur cette sécante , de 
manière que ion ait PM ; PN y. BM BN. Il s'agit de trouver 
le lieu des points P ainsi construits. 

Soit l’équation de l’ellipse a*y % •+■ i’x*= a. % b'. 

Transportant l’origine au point B , et désignant ses coordon- 
nées par a , C , l’équation de l’ellipse sera 

<z* (y + 0* + 6* (* + «)* = a***, 

• • 

et l’équation de la sécante BMN sera y — mx. . 

Les parties de la droite BN étant entre elles comme leurs pro- 
jections sur AX , si l’on désigne par x , x', x" , les abeisses des 
points P, M , N , on aura 


ÜX X 

X mmm X 0 X X 0 % 3* 0 x » d ou (0 • • • >’■ ’ / . * H • 

x -f-'x 

t , * 

Or, on aura l’équation qui a pour racines x' et x", en éliminant y 
entre l’équation de l’eïlipse et celle de la sécante ; ce qui 


Digitized by Google 


donnera , . 

(a‘m“ ■+■ i*) x* aVfm + AVjx + fl^ 1 + b'a. % — a*b* = o. 

Mais , on sait que dans toute équation du second degré , le 
rapport du produit des racines à leur somme, s’obtient en di- 
visant le dernier terme par le coefficient du second pris en 
signe contraire. La valeur (i)dex deviendra 

I - — — 

. X d‘£m -j- b‘a. 

Remplaçant m par on aura enfin pour l’équation du lieu 

cherché , • - *• . 

a?Zy -j. b'ttx = db * — *'b — <» o . 

Ce lieu est donc une ligne droite. 

Reportant l’origine au centre , l’équation du lieu devient 

a *!y a*£\ 

équation qui représente la droite qui passe par les deux points 
de contact des tangentes menées a l’ellipse par le point donne B, 
lorsque ce point est extérieur à la courbe. 

On fera le calcul de la même manière pour la parabole et 
l’hyperbole , et l’on parviendra à des résultats analogues. 

Ï5 e Problème. (Fig i5o). On donne un quadrilatère quel- 
conque BADC ) d'un point M , on mène des droites MP, MQ , 
MR, MS, parallèles à des droites données et terminées respec- 
tivement aux quatre droites qui forment le quadrilatère. On 
demande le lieu des points M , tels que 

MR X MQ : MP x MS :: m : ». 

êr » '. # . t 

Prenons les côtés AB, AD, pour axes des coordonnées x ,y\ 
faisons A B = a , AD = h , et désignons par »,S, les coor- 
données du point C. 

Nous commencerons par faire observer que si par le point 
M on mène MEF et GM1I parallèles aux axes, le rapport de 
MEXMF à MG X MH sera connu puisque l’on donne celui 

ME MF 

de MR X MQ à MP X MS , et que les rapports gg, » 
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MO WH . 

MP ’ MS’ SOnt connus * comme etant ega»* » des rapports 
desinus d’angles donnés. Représentons le rapport des deux nou- 
veaux produits par 

Cela posé , l’équation de la droite BC sera 
celle de CD sera 

Désignant par y et a/ les coordonnées du point M , on aura 
MF = y’, MG=x' ; 

et d’après les équations des droites BC , CD , on trouvera 
ME=/-a + (l=i)*', HM =b-a'+(±=±y. 

D’où l’on tirera , toute réduction faite , 

n '*y *- f Ttt'Sx* -f- [(a — C)n'-f-( b — a.)m'~\xy — nany — m'/>Cx~o. 

Le lieu clierché est donc une courho du second degré. On 
reconnaîtra facilement qu’elle passe par les quatre points 
donnés A, B, C, D. ' - .ï . 

i er CoBOiiAiBE. Réciproquement, toute courbe du second 
degré jouit de la propriété , que si l’on prend sur elle quatre 
points quelconques , et que d’un autre quelconque de ses points 
oifc mène quatre droites de directions constantes et terminées 
aux cotés du quadrilatère inscrit , le produit des deux lignes 
menées à deux côtés opposés sera dans un rapport constant 
avec celui des deux lignes menées aux deux autres côtés. En 
effet , si pour ce quadrilatère on résout le problème précédent 

d’après un rapport arbitraire —, on obtiendra une courbe du 

n 

second degré qui passera nécessairement par les quatre sommets 

23 
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du quadrilatère. Supposant ensuite ^ , égal au rapport que 

fourniraient les produits des droites menées d’un point delà courbe 
donnée aux quatre côtés de ce quadrilatère , le lieu dont nous 
venons de parler passera par ce cinquième point de la courbe, 
et par conséquent coïncidera avec elle. Celle-ci jouit donc de la 
propriété annoncée, que le rapport indiqué est constant pour 
tous ses points. 

a' Coboixaibb. Cette relation ayant lieu , quelque petits que 
soient les côtés du quadrilatère, aura encore lieu quand deux 
côtés opposés deviendront nuis. Dans ce cas , leurs directions 
seront tangentes à la courbe , et les deux autres côtés se confon- 
dront avec la droite qui joint les points de contact. 

Si, dans ce même cas, on suppose que les droites menées 
par les divers points de la courbe soient toutes parallèles à une 
même droite, il en résultera que pour tous les points P de la 

courbe (/tg. l 5») , le rapport de PQ à PR X PS sera constant. 

Transformation particulière des lieux géométriques . 


La transformation dont nous allons nous occuper est tirée 
du livre des Principes de Newton. Son but est de changer des 
figures en d’autres plus commodes à traiter , et telles que l’on 
puisse facilement repasser des résultats qu’elles fourniront à 
ceux qui conviennent aux données primitives. 

Si l’on désigne par x et y les coordonnées d’un point du pre- 
mier système , et par x', ÿ, celles du correspondant du système 
transformé , les relations au moyen desquelles on lie ces deux 
points sont, en désignant par m et n deux constantes arbi- 
traires , 



mn -, , 
— - ; d ou 


mn 



mx 



D’après cela , soit une équation quelconque 

F(*,.y) = 


( 355 ) 

L’équation de la courbe transformée sera 


„ (mn mx'\ 

F Sy t> 0> 


et si l’on désigne par $(x',y )=o, une équation quelconque 
du second système, la correspondante du premier sera 


( 


n y pin\ 
x ’ £ ) 


— 1 = 0 . 


On remarquera d’abord que les points d’intersection de deux 
lignes de l’un des systèmes ont pour cor respon dans dans le second 
les points de rencontre des lignes correspondantes. 11 suit de là 
que si deux ppints d’intersection se confondent dans l’un des 
systèmes, les correspondons se confondront dans l’autre ; de sorte 
que deux lignes tangentes l’une à l’autre en un point auront pour, 
correspondantes des lignes tangentes au point homologue. 

On observera de plus que le degré des équations ne sera point 
altéré par cette transformation. Car soit une équation du de- 
gré « + C , 

Ax*y- C -+- + V: 


: O. 


La substitution des valeurs précédentes de x et y donnera 
une équation dont tous les termes seront de dimensions milles 
ou négatives. Multipliant par y * + c , tous les dénominateurs 
disparaîtront , et il en résultera une équation du degré * if. C 
en x' et y'. » 

Par cette transformation , on peut changer un système de 
droites qui concourent en un même point, en un système de 
droites parallèles. Prenons l’axe des y' passant par leur point de 
concours , l’équation générale de ces droites sera y = ax + à, 
b étant constant Transformant , il vient 

mx’ amn , , » , 

~t~ — — r — M ou mx = amn -f- by , 

y. y. . i > 

équation qui , quand on fait varier a , représente des droites 
parallèles , puisque met b sont constans. 

Appliquons cette considération à la solution du problème du 

a3.. 
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n° 9 (page 335 ) ; soit M (Jig. l5a ) le- point par lequel on 
mène les sécantes ; prenons pour axe des y» le diamètre mené par 
ce point, et pour axe des x une parallèle à ses cordes menée 
par le même point , l’équation de la courbe donnée sera de la 
forme y* + ai* + by + c = o. 

Celle d’une sécante quelconque, menée par l’origine sera 
y = px. Tranformant ces deux équations, elles deviennent 

cÿ % -f- bmx'ÿ -f- m 4 x'* -f- am?n a — O, x’ =x pn. 

Or , toutes les sécantes étant alors parallèles à l’axe des y , 
puisque leur équation générale est x'=pn, le lieu cherché 
sera le diamètre même de ces cordes , et aura pour équation 

fley' -f- bmx' = o. 

Pour avoir l’équation correspondante dans le système pro- 
i , , nv mrt 

pose, remplaçons x et y par ~ et — , pous aurons pour 
l’équation du lieu cherché 

a cmn , bmn y 2 c 

— z = 0 » 011 y — 

* * * 

cette équation représente une parallèle à l’axe des x , et par 

conséquent au conjugué du diamètre mené par le point 
donné M. 

Lorsque le point M est extérieur, il est facile de voir que 
cette droite est celle qui joindrait les deux points de contact 
des tangentes menées par le point M à la courbe donnée. Car 
l’équation générale d’une tangente au point «, Z , de la courbe 
est 

aZy + 2C«x-f- 5(y + f )4-ac = o, 

et pôur qu’elle passe par l’origine il faut que bZ -f- ac = o; ce 
qui montre que les deux points de contact sont sur la droite 
dont l’équation est by •+> 2 c = o. 

On pourra appliquer avec avantage ce genre de transforma- 
tion à un grand nombre de problèmes. 


» * 

t 

APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

AUX LIEUX DANS L’ESPACE. 


t* 1 Problème. Trou r e r t équation générale des surfaces 
cortiques. 

Une surface conique est celle qu’engendre une droite indé- 
finie qui passe par un point fixe nommé centre , et s’appuie 
constamment sur une courbe donnée , nommée directrice. 
Soient m, C, y y les coordonnées du centre du cône, et 

les équations de la directrice; les équations d’une génératrice 
quelconque, seront de la forme 

x— * = m(z—y) , y—C-n(z — y). 


Pour exprimer qu’elle rencontre la courbe donnée, on éli- 
minera x , y , z , entre ses deux équations et celles de ta 
courbe , et il en résultera une équation de condition entre 
m, n, que je représente par 

» 

Ç> (m , n) =r o. 


Reportant dans cette dernière , au lieu de m et n , leurs valeurs 
tirées des équations de la droite, on aura pour l’équation du 
lieu cherché 


\ *— y i—y) 


Réciproquement , quelle que soit la forme de 1» fonction $ , l'é- 
quation (i) est celle d’une surface conique dont le centre a 


i 
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qx>ur coordonnées <t,C , y. Car soient x',y' ,z', les coordonnées 
d’un quelconque des points de la surface (i), on aura 


/x' — a. y ' — €\ 

^\z' — y ' z' — y) °* 


et il est visible que cette équation sera toujours satisfaite, si 

„ . , . , , , i .. x! — a. y — C 

I on fait varier x , y , z , de maniéré que —, et —, 

2 — y z — y 

soient constans; ce qui montre que tous les. points de la droite 
ayant pour équations 

£=?=*-, 

z— y z — y 


sont sur cette surface, k et k' étant deux constantes. Cette 
surface peut donc être engendrée par tme droite qui passe par 
le point constant a, ,C ,y, elle est donc une surface conique. 

2 e Problème, trouver l'équation générale des surfaces 
cylindriques. 

On nomme ainsi toute surface engendrée par une droite qui 
se meut parallèlement à une droite fixé , en s’appuyant toujours 
sur une courbe donnée , nommée directrice. 

Soient , x =az,y — bz , les équations de la droite à laquelle 
les génératrices dê la surface sont constamment parallèles, et 
soient ; . 

, <v ^(x,^., z)===o, F,(x,^,z) = ©;, ... . 

les équations de la directrice donnée. 

Les équations d’une génératrice quelconque seront 


x=nz-f- a, yxzbz-\-4. 


« et *C étant deux quantités qui restent constantes pour tous les 
points d’une même génératrice, et qui varient en passant 
d’une génératrice à l’autre. Eliminant x , y, z, entre les équa- 
tions* de cette droite et celles de la directrice, on aura entre et 
et C une équation 

<p(* jQ = a, ■ 
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qui exprimera que la droite mobile rencontre toujoürs la courbe 
donnée; et si l’on y reporte au lieu de st et ff leurs valeurs tirées 
des équations (a) de cette droite , on aura pour l’équation du 
lieu cherché 

(a)...^(x — az, y — bz) s=o. 

On*démontrera , comme dans le problème précédent , que ré- 
ciproquement , quelle que soit la forme de la fonction 
l’équation représente une surface cylindrique dont les généra- 
trices sont parallèles à la droite , ayant pour équations] 

xc az, y = bz. 

3* Problème. Trouver l'équation générale des surfaces co- 
ndides. On nomme ainsi toute surface engendrée par une droite 
qui se meut parallèlement à un plan fixe , en s’appuyant con- 
stamment sur une droite et sur une courbe données. 

Prenons le plan donné pour celui des coordonnées x,y , et 
la droite donnée pour axe des z. Soient 

( 0 — y, z) = o, F,(x, y, s) = o, 

■ , f , 

les équations de la courbe directrice , celles de la génératrice 
seront de la forme 

(a) ... s = « , y—mx, 

x 

puisqu’elle doit être parallèle au plan xy , et rencontrer l’axe 
des z. 

On exprimera que la génératrice rencontre la direc- 
trice, en éliminant x , y, z, entre les équations (i), (a), 
et il en résultera une équation de condition <p(* , ni) =. o, qui 
donnera l’équation du lieu cherché , en y remettant pour a. et 
m leurs valeurs tirées des équations (a) de la génératrice. On 
•trouvera ainsi que l’équation de ce lieu est ’ 



On reconnaîtra facilement, comme dans les deuxproblème* 
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précédées , que cette équation représente toujours une surface 
conoïcle, quelle que soit la forme de la fonction ç. 

4 e Problème. > Trouver l’équation générale des surfaces de 
révolution, c'est-à-dire , engendrées par une courbe quelconque 
dont tous les points décrivent des cercles ayant leurs plans per- 
pendiculaires sur un axe fixe , et leurs centres sur cet ax f . 

Soient, xz=az-\-a, y—bz-\-C, 

les équations de l’axe de révolution , et 

F(x,y,z)z=o, F,(x,y, z) = o, 

celles de la génératrice. Cette surface peut être considérée 
comme le lieu des cercles que décriront autour de l’axe les dif- 
férées points de la génératrice. Pour avoir l’équation d’un 
quelconque de ces cercles , nous considérerons une sphère d’un 
rayon variable, ayant son centre sür l’axe, et coupée par un 
plan perpendiculaire à l’axe mené par le point où cette sphère 
coupe la génératrice ; le cercle d’intersection de ce plan et de 
la sphère , sera celui que décrira le point où la sphère a ren- 
contré la génératrice ; ce sera donc un quelconque des cercles 
en question. Supposant le centre de la sphère au point où l’axe 
rencontre le plan xy , l’équation de la sphère sera 

** + (y - 0* + (* — <0* = R* , 

celle d’un plan perpendiculaire à l'axe sera 
z-\-ax + by — c = o. 

Pour exprimer que le cercle, déterminé par ces deux équa- 
tions, rencontre la génératrice, on éliminera x , y , z, entre 
les équations de ces deux lignes , il en résultera une équation 
f (c , o , entre c et R'. 

On obtiendra l’équation du lieu cherché en reportant dans 
<f>(c, R“)— o , les valeurs de c et R* , tirées des équations du 
cerclej on trouvera de cette manière, que l’équation générale 
des surface%de révolution , est 

by), [(x — *)*+ (y—C)> + z‘J}=o. 
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La réciproque se démontrera aussi facilement que dans les 
problèmes précédens. » 

5* Problème. Trouver l'équation de la stirface engendrée 
par une droite qui s’appuie constamment sur trois droites fixes. 

Prenons des axes de coordonnées parallèles aux trois droites 
données; ces dernières auront respectivement pour équations 




Les équations d’une génératrice quelconque seront 

(4). . . i = mî + m' , (5). ..y = nz, -f- n' , (6). . .y—pxs\-p' 

L’équation (6) se déduit de (4) et (5) , et p est égal à 

On aura les conditions pour que cette droite coupe chacune 
des trois premières , en éliminant x,y,z, d’abord entre les 
équations (î) et (6) , puis entre (a) et (4), et enfin entre (3) 
et (5) ; d’où résulteront les trois équations 

(7 ). . . b = pa-\-p', c = md m , ex=nf-\-n r . 

On trouvera l’équation de la surface demandée, en élimi- 
nant m, m, n , n', p, p' , entre les équations (7) , et celles de 
la génératrice. On obtient d’abord immédiatement par la sous- 
traction 


x — czxm(z—d), y — e~ n(z —f ) , y — b = p(x — a). 

Remplaçant p par — , et éliminant m et n , entre les trois der- 
m 

nicres équations, il vient • 

(i—d)(y—é)(x—d) = (z—f) (y —b)(x — c). 

Cette dernière équation se réduit au second degré, parce que le 
terme xyz disparaît des deux membres; elle représente un 
hyperboloïde à une nappe. 

Il est évident que si l’on change d en f, e en b , a en c , et 
réciproquement , l’équation finale ne change pas; d’où il suit 


Digitized by Google 



■( 3&u ) 

qne la même surface peut encore être engendrée par une droite 
qui s’appuierait sur trois nouvelles droites ayant respective- 
ment pour équations 



On peut remarquer qu’une génératrice quelconque de l’un 
des systèmes est rencontrée par toutes celles de l’autre ; car 
ces dernières donnant tous les points de la surface, doivent 
donner successivement tons ceux de la génératrice , considérée 
dans le premier système. D’où il résulte que si l’on fixe trois 
^génératrices quelconques dans l’un des denx systèmes, la sur- 
face sera engendrée par une droite qui s’appuierait sur ces trois 
lignes fixes. 

On peut voir à priori que le problème sera impossible lorsque 
deux des droites étant dans un même plan , la troisième sera 
parallèle à ce plan. 

Problème. On donne de/ux points B , B' (jig- 1 54 ) dans 
l'espace ; on mène deux droites quelconques passant par chacun 
de ces points , et assujetties à se couper constamment en un point 
M d’une suif ace donnée ; par les deux points donnés on mène à 
ces droites des perpendiculaires dans leur plan. Il s’agit de trou- 
ver le lieu des points d'intersection M' de ces perpendiculaires. 

Soit $ (x,y, z) = o , la surface donnée. 

Soit BB' == 2 a la distance des deux points; [nous aurons 
AP=x, AP' = — x'. Donc, x= — x'. Abaissant les coor- 
données MQ, M'Q', QP, Q'P', on aura 

M'P' : mp :: mq' : mq :: P'Q' : pq , 
ou M'P' : mp :: *' : — z :: —y :.y. 

Mais les triangles M'BP', MBP, sont semblables, puisque l’angle 
JtTBM est droit ; donc , k 


mp : ptb :: pb : m'P% ou mp: a— x':: 
d’où MP±= ! 


M'F ~ 5 jvTP 7 — MÏ» — y 
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», , ' z- a* — x?* — v 

Kous aurons donc , j — — rz = — J— 

s z'+y* y 

k % 

Pâr conséquent, pour un point quelconque de la surface, les 
équations suivantes exprimeront les coordonnées du point M , 
au moyen du point correspondant M' , 


x 


-_ yc^-g ») 

y— ’ 


z'(x'* — a*) 

z ~ z'* 4-y » ’ 


Si donc nous substituons ces valeurs dans l’équation donnée 
ç(x , y, z) =o, nous aurons l’équation cherchée. • ‘ ' 

7 e Problème. Deux plans sont assujettis à passer chacun 
par une droite fixe , on les fait mouvoir de manière qu'ils res- 
tent constamment perpendiculaires entre eux. On demande 
le lieu des intersections successives , deux à deux , de ces plans. 

Je prends la plus courte distance des droites pour axe des z, 
et son milieu pour origine; j’appelle aa cette distance; je mène 
par l’origine des parallèles aux deux droites, et je prends pour àxes 
des x et y les lignes qui partagent en deux parties égales leurs 
angles adjacens; si j’appelle m la tangente du demi-angle des 
deux droites, les équations des deux droites fixes seront 


M-Rrn - e=n> , 

* 

les deux plans auront pour «quations 


# 

(a)...Ax+By +Cz+B=o, (3) ... A'x+B'y-f -j- D'=o. 

i • 

Pour que le plan (a) renferme la droite (î), il faut que l’équa- 
tion (A-j- B/n)x-+- Ca •+■ D = o , soit satisfaite quel que soit *; 
donc, • 

A + Bm = o , Cfl+D —O. 


Pour le plan (u) on aura 

(A' — B'm)x-f-(iy — Ca) = o, A' — B'm = o, t)' — Oa~o. 


Digitized by Google 


I 


( 364 ) 

Or, A==— — - — Dm, d’où B(y— 7nx)+Cs-f-D=o. 

Mais, C = — ^ • donc B(y — mx) — — a -f- D = o. 

»t,__ T>(z.— a) > 


« (y — 7710. )’ 


On en déduit, B 

De même, 

A' = _ — B'm, B'(y + mx)+Cz+D' = < 

Or > C' , donc B' (y -f- mx) -f- — — -f- D'= o. 

D’où B’ = — — 

a(y+mx) 

Donc, B X B'=DD'X 

a (y % — m’x*) 

Or, A= — Bm, A'^B'tti; 

donc, A X À' = — BB'th* = ~- DD> ( a> ~ Z> )— . 

m*x*) 

M . r » D' , „„ DD' 

Mais, C= , C = — , donc CC = — . 

a a’ a* 


Les plans (a) , (3) , étant perpendiculaires entre eux, on a 
AA' + BB' -f-CC'=o: 

Substituant les valeurs de AA' , BB', CC', on trouve, toutes ré- 
ductions faites , que la surface cherchée a pour équation 

(a* — a‘)(77i* — i ) =y* — m’x*. 

. 8* Problème. Trouver le lieu des points qui sont à égale 
distance de deux droites données dans C espace . 

. Je prends les mêmes coordonnées que dans le problème pré- 
cédent : les équations des droites seront 

y~mx, i=fl, et y=. — mx , s=— a. 
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Soient x', a', les coordonnées d’un point qui satisfait à la 

question; pour avoir sa distance à la première droite, j’abaisse 
par ce point un plan perpendiculaire à cette droite; l’équation 
de ce plan sera x + my-f*D = o, et j’aurai la condition 
x' -H mÿ -f- D= o. Les coordonnées de l’intersection de ee 
plan avec la droite, sont 


a = a , 


— D — Dm. 

’i + m 1 ’ y 


Donc la distance <f du point x', ÿ, z', à la première droite sera 


(,•-«)•+(*- +-^y + (y 4 


Dm 

î + ' 


De même pour le plan perpendiculaire à la seconde, j’aurai 

x — my 4 -D' = o, et x' — my' + D' = o, 

«t pour les coordonnées d’intersection de ce plan avec la se- 
conde droite 


z = — a, x = — 


D* 


y-- 


D'm 


1 +m*' J ( +m‘‘ 

La distance ¥ du point x', y', a', à la seconde droite sera 

0’+ «■)■+(/ -^.J+^ + TT^)' 

Egalant ces valeurs de } et ¥ , réduisant et observant que 
Dr= — {y? -f- my') , D ' = my'—x', 
on trouve que l’équation du lieu cherché est 


mxy -f- a(m‘ -f 1)2 = 0. 

Si Fon fait a =0, on a xy = 0 ; ce qui donne les deux axes des 
x, y, comme on pouvait facilement le prévoir.) 

Supposant £=a,oâa 

mxy + a* ( 1 + m 1 ) = o ; 

ce qui détermine une hyperbole rapportée à ses asymptotes. • 
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Si at=o t les droites se coupent, et on a xy=o. Ce qui 
donne les droites qui partagent en deux parties égales les angles 
adjacens des droites données. 

En coupant par un plan perpendiculaire à l’axe des x, o’est- 

à- dire en faisant x = C , on trouve y=. — z — Ce qui 

donne une droite qui coupe l’axe des x , et lui est perpendi- 
culaire. 

Faisant ensuite y = et, c’est-à-dire coupant la surface par un 
plan perpendiculaire à l’axe des y, on trouve 

a(i -+- m ’) 

x = — * — — - >- 


La surfkce peut donc être engendrée par une droite qui se meut 
perpendiculairement à l’axe des x ou à l’axe des y. 

Si l’on élimine x et y entre les quatre équations 

x=e, ) ry = 


qui représentent deux génératrices quelconques prises respecti- 
vement dans ces deux systèmes, pn trouve les deux équations 
identiques . ■ 

maC— — az (i + m') , maî ss — az(i + m‘). 

Ce qui fait voir que , quels que soient « et C, les deux droites se 
coupent. 

11 suit de là qu’une génératrice quelconque de l’un des sys- 
tèmes coupe toutes celles de l’autre, et que par conséquent si l’on 
en fixe une de celles qui sont perpendiculaires à l’axe des y, la 
surface pourra être engendrée par une droite qui s’appuiera sur 
cette directrice et sur l’axe des x auquel elle restera perpen- 
diculaire. 

On aurait une seconde génération semblable par. une droite 
perpendiculaire à l’axe des y. Cette surface est un paraboloide 
hyperbolique. 
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g* Problème. On donne une courSe quelconque dans P espace } 
d’un point fixe on mène des droites c chacun de ses points , et on 
les prolonge d'une quantité constante ou proportionnelle à elles- 
mêmes. On demande le lieu des extrémités de ces prolongemens . 

Dans le second cas , on voit facilement par la définition 
même , que c’est une courbe semblable à la première ; et si 
l’on représente par m le rapport des rayons vecteurs, on aura 
l’équation du lieu cherché, en substituant ax,y,z, les valeurs 

— , A- , — , dans les équations de la courbe donnée , en suppo- 
m m m “ 

sant l’origine placée au point donné. « 

Prenons maintenant le premier cas , et soit c la quantité 
constante dont on prolonge les rayons. Soit l’origine A au point 
lise. Nous allons prendre un point quelconque M' de l’espace 
joindre AM" , prolonger de M'M" = c, et exprimer x',y 
au moyen de x",y ", a", puis nous les substituerons dans l’équa- 
tion de la courbe donnée. . t 

• 

On a M'M' cosa = FP" = x* — x' = ccosa. 


Or, 

x " 

COS * = — r : 

\Zx’"‘+y"‘+z"'‘ 


donc x ' 


**•(, 






De même , 

y'=y*(,- 


V x’-+y"*+ï 


z a"(i 


Soient F(a7,^,a) =o , Q(x,y, a) = o, les équations de la 
courbe donnée ; en y substituant les valeurs précédentes , on 
obtiendra les équations de la courbe cherchée. 

10 e Problème Du foyer d’une ellipse ayant pour axes 2a et 
ab, on abaisse des perpendiculaires sur toutes ses tangentes; on 
suppose qu’à chaque fois [ellipse tourne autour de la tangente 
comme charnière , jusqu’à ce que les deux plans fassent un 
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angle donné <p. On demande l’équation de la courbe qui est le 
lieu des diverses positions que prendra le foyer. 

Soit P {Jig- 156 ) la rencontre d’une des tangentes arec sa per- 
pendiculaire , et PM la position que prend PF ; on demande de 
déterminer les surfaces qui , par leur intersection , donneront le 
lieu des points M. L’angle FPM — p : si au point F j’élève une 
perpendiculaire du plan , et que je la prenne pour axe des z , 
l’angle MFz sera complément de PFm , et par conséquent 


égal à — <p. Donc , la courbe se trouve sur une surface co- 
2 

nique ayant sqn centre en F , et dont l’angle au oentre est 
Faisant tang - ç —m, ce cône aura pour équation 


x*-4 -y'* = m 4 z*. Or, PQ = PMXcos$=:PF X cos ç. 

et par suite , FQ = FP X (1 — cos p). 

Or, PA = a. Donc, en menant QK parallèle à PA, on aura 
QK==a(i — cosp), et FR = c(i — cosç). 


Donc K est constant , ainsi que QK. Donc les pieds Q des per- 
pendiculaires sont sur un cercle ayant son centre en K, et 
pour rayon a(i — cosp). Inéquation de ce cercle sera 

x* — acx( 1 — cos p) = b % (î — cosp)*. ■ 

Mais le lieu des points Q est la projection de la courbe. On con- 
naît doncune surface cylindrique qui la renferme. Elle est donc 
déterminée; les équations des deux surfaces qui la contiennent 
sont : . 

| i*+y*=mV, x* + y * — acx(i — cos<p) = i a (x— cos<p)\ 

Toute combinaison de ces équations doit être satisfaite. Substi- 
tuant à , sa valeur dans la seconde, on a 

roV — acx (x — cosp) = b'(i — cos <p)\ 

Ce qui donne la projection sur le plan zx, qui est une parabole. 
Il est évident que si l’angle des plans est de aoo®, le lieu 
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sera une circonférence décrite du second foyer comme centre 
avec le rayon aa. Alors l’équation x“-f-y* = m'a* qui peut se 

* .T* | y* • 

mettre sous la forme s* » devient iwo, puisque 


m — tang ioo° — oo; ce qui fait voir que les points sont dans 
le plan de l’ellipse ; cos <f> devient — 1 , et l’équation 


x a -t-y — aex ( i — cos?) = à 2 ( i — cos ?)* , 

devient 

x* -+-y * — • 4cx = 4£ 2 . 

Ajoutant 4c*, on a 

y*-f-(x— 3c)*=4i*4-4c“=4a*. ' 

Donc, on obtient alors la circonférence décrite de l’autre foyer 
comme centre avec 2 a pour rayon , püisque l’abscisse de son « 
centre est ac. 

Passons an cas de la parabole , pour laquelle il est remar- 
quable que la courbe est toujours plane. La courbe se trouve 
encore sur le cône ayant pour équation 

x‘+y*=sm*a*. Deplus,ona (fig. i55) FQ:FP:: i— cos?:i. 

Donc , lé lieu chercbé est dans un plan perpendiculaire à AX, 
que l’on obtiendra en partageant AF en .deux parties telles, que 

t 

fn : af :: i — cos? : î. 


Supposons que le point M correspondant à Q, se soit rabattu 
sur le plan XY , en tournant autour de NY'; on aura sa position 
en élevant en Q une perpendiculaire à K Y', égale à QM. 

Or, le triangle rectangle QjNF donne 

QN+NF=feQF*, ou y‘ + £(ï-Cos?)*==mV, 


hyperbole rapportée à ses axes j l’angle des asymptotes avec l’axe 
est ^ ?, puisque sa tangente est m. C’est aussi ce qu’on trou- 

a4 




’ Digitized by Google 


C 370 y 

veraït par la section <lu cône et du plan x — — - p(i — cos $ ). 

Si l’angle <p= ioo°, les points sont sur le plan qui passe par 
A Y, perpendiculaire au plan xy. Alors le z d’un point M, est 

» a 1 

égal au rayon vecteur FP. Or, FP — PA =^p*; donc , l’équa- 
tion de la courbe sera a* — y®*= ^ p®. v 

Les équations générales conduisent au même résultat : la pre- 
mière donne a=o; la seconde donne y* + ^ p® = a*, puisque 
cos ç — o , et m = 1 . 

Les résultats pour l’hyperbole seraient analogues à ceux de 
l’ellipse. 

Il reste à chercher les memes choses pour une courbe plane 
quelconque , <p(x ,y ) = o. 

Tous les points se trouveront fencorc sur le cône , ayant poux 
équation , a:® -j -y 1 — m’a®. 

Soient <t , C , les coordonnées du point de contact ; l’équation 
de la tangente sera 

(y— £)<?>'(£) + (x— a)ç'(«)= o, 

et l’on aura 

<p(ct,C)=o. 

L’équation de la perpendiculaire sera 

y 9 '(*)—xç>' (C) = o. 

' * *' .« 

Au moyen des deux équations des droites, on déterminerait 
x’ et y', coordonnées du point P {Jlg- i$C). 

Or, fq: fp :: 1 — cosip: 1; 

donc , x” ; x :: 1 — cos<p : 1 :/ -, * 

on a donc 

x ' — et v' = - ■ 

1— cos p * 1 — cos <p 

Substituant dans les valeurs de x’ et y , tirées des équations 
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des perpendiculaires, on aura deux équations entre a,£ ,x'',y‘, 
et de plus ip (*,£)•= o. Eliminant <*,£, nu moyen de deux 
d’entre elles , on obtiendra une équation entre x" et y", qui sera 
l’équation du lieu des points Q , et donnera par conséquent le 
cylindre projetant la courljc. Cette courbe sera donc déterminée. 

11* Problème. {Fig. i 5 j ). On donne trois plans situés 
d'une manière quelconque dans 1 espace ; déterminer le lieu 
géométrique des points M, tels, qulfji abaissant des perpendi~ 
ciflaires sur les trois plans , la somme de leurs carrés soit 
' égale à une surface donnée p*. 

Les plans donnés formeront en général par leur concours 
un sfngle trièdre dont nous prendrons le sommet A pour ori- 
gine, et les arêtes AX, A Y, AZ pour axes des coordonnées. Soient 
aussi MP, MQ, MR, les perpendiculaires abaissées 6ur les 
faces de l’angle solide A; on doit avoir 

fl) • • . MP + MQ + MR = p*. 

Menons par le point M, qui est supposé appartenir au lieu 
demandé 7 la parallèle MN à l’axe AZ,elle représentera lez 
du point M; et si Ton désigne par « l'angle connu MNP, qui 
est égal à l’angle que l’axe AZ fait avec le plan XY, on aura 
évidemment 

MP = z sin a. 

On trouvera de même, au moyên de considérations sem- 
blables , 

MQ=-csin^ f MR==ysinC, 

C et y exprimant les angles que les axes AY , AX , font avec les 
plans ZX, ZY. 

Portant ces valeurs dans l’équation '(i ) , elle devient 
z* sin® « -f • y % sin* S -{-a:* sin* 3/ = p*. 

Le lieu géométrique cherché est donc une ellipsoïde, quels 
que soient les angles * , C , y. 

Quand les angles « et C sont tous deux droits, l’équation de 
l’ellipsoïde se change en 

z* -f- y % + x* sin* y = p *. 

aï , 


<• 
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La forme «le cette équation fait voir que si l’on y fait x égal 
à une constante quelconque, c’est-à-dire que si l’on coupe la 
surface par une suite de plans parallèles à zy , toutes les inter- 
sections réelles seront des cercles , puisque l’axe AX estpefpen- 
diculaire à ZY , et que l’angle ZAY est droit. Il suit de là que 
dans ce cas , le lieu géométrique devient un ellipsoïde de ré- 
volution. ^ 

Lorsque les angles a , Cpy sont droits , le lieu géométrique 
■est une sphère. . . 

ia e Problème. Trouver la courbe de contact d'une surface 
du second degré , et d’un cône dont le centre est donné. , 

Cette courbe est évidemment le lieu des points de la surface 
donnée pour lesquels le plan tangent passe par le point donné- 
Soient a , C, y les coordonnées de ce point , l’équation de la 
surface proposée sera de la forme 

az % -\-a y'-+-a' x'+bzy +b' zx+l" xy-\-cz-\-d y+c" x-J(-d=o ; 

et celle du plan tangent au point ayant pour coordonnées x' , y , z'> 
sera 

?azz'+ idyy -f- 2a”xx' b(zy' + s'y) *f b'(zx + zx) 

-+■£'( zy+yxO-Hte-HO + c'(y+/)+c'Çx+z')+ a d=o. 

On exprimera que ce p^n passe par le point donné, en-rem- 
plaçant dans son équation x , y, z par <*, ff, y, ce qui donnera 

aeyz'-f- 3 a’Cy' -f- a a"*x' -f- b(yÿ -f- z'C) -f- b' (y x' -f za) 

+bX*ÿ+Gx')+c(y+z)+c'{C+y')+c\*+x')+zd=o. 

Cette équation étant -du premier degré, par rapport à x,y, z, 
considérées comme variables, représente un plan; ce qui fait 
voir que la courbe de contact est plane , et s’obtiendra par l’in- 
tersection de la surface donnée par le plan dont nous venons 
de trouver l’é«juation. 

Connaissant les équations de la courbe de contact, qui peut 
être considérée comme la directrice de la surface conique cir- 
conscrite, on trouvera facilement l’équatioU de cette dernière. 

Si le centre du cône s’éloigne à l’infini en suivant une ligne 
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fixe , ayant pour équations x — mz -f- n , y = pi + q , la sur- 
face circonscrite se réduira à un cylindre dont les arrêtes 
seront parallèles à cette ligne. On pourrait faire de nouveau 
le calcul , en considérant les plans tangens parallèles à cette 
ligne fixe, mais l’équation du plan de la courbe de contact 
peut se déduire de celle qu’en vient d’obtenjr , en supposant 

. « i 

m , fi, y infinis et tels, que l’on ait - = met - == n. Divisant 

y y 

alors l’équation du plan par y , et faisant ensuite « , C , y in- 
finis , elle devient , en supprimant les accens de x' , y-, t', 

3a* -f- ïa'ny -f- aa'mx -f- by bnz -+- b' x -f- b'mz. •+• b“my 

-J- b" nx -f- c-f- c'n -J- c'm = o. 

Réciproquement, toute courbe plane tracée sur une surface 
du second degré peut être considérée comme la courbe de con- 
tact de cette surface avec un cône ou un cylindre. Car si par 
thois points de cette courbe ou mène des plans tangens , ils se 
couperont en un même point , ou seront parallèles à une même 
droite : dans le premier cas , si l’on considère leur point de 
rencontre comme le centre d’un cône circonscrit, la courbe 
de contact devant être plane et passer par les trois points de 
la courbe donnée sur la sarface, se confondra avec elle; et, 
dans le second cas, le cylindre circonscrit, dont les génératrices 
seraient parallèles aux intersections des trois plans tangens , ne 
pourrai taêtre tangent que suivant une courbe plane qui , ayant 
trois points communs avec Fa proposée , se confondrait encore 
avec elle , puisqu’elles sont tracées toutes les deux sur la même 
surface du second degré. 

Théorème. Lorsqu'une surface du second degré en pénètre 
une autre du même degré , et que lu courbe d entrée est plane], 
la courbe de sortie le sera aussi. 

En effet , puisqu’une courbe commune aux deux surfaces est 
plane, il faut que des deux équations de ces surfaces on puisse 
déduire celle d’un plan. Or, dans les diverses oombinaisOhs que 
l’on fait entre deux équations, on substitue toujours, au sys- 
tème des deux premières, un système équivalent composé do 
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deux autres équations. Mais l’équation d’un plan combinée arec 
celle d’une surface du second degré , ne pourrait conduire à des 
projections du quatrième degré, comme cela doit être pour les 
deux surfaces proposées j on ne pourra donc remplacer le système 
des deux équations données par l’une d’elles , jointe à celle d’un 
seul plan, mais bien par l’une d’elles et une nouvelle équation 
du second degré, qui, si elle représente un plan, en représen- 
tera deux. La courbe d’entrée ne pourra donc être plane sans 
que celle de sortie le soit pareillement. 

Il pourra se faire, dans certains cas , que l’équation du se- 
cond degré ne représente qu’un seul plan ; alors tes deux 
courbes d’intersection se confondront en une seule, et les deux 
surfaces seront tangentes, suivant toute l’étendue de cette 
courbe. 

i3* Problème. Par un point donné, on mène un plan quel- 
conque , qui coupe une surface donnée du second degré , et 
Von demande le lieu des centres des cônes circonscrits à cette 
sw face , suivant les diverses courbes données par l’interseçtion 
du plan mobile. 

Soit l’équation donnée 

«a* -f- by* -f- ex* déc ~ O ,‘ 

" • >i . • 

qui peut représenter toutes les surfaces du second dgjjré; soient 
m, £,y, les coordonnées du point donné, et ec',y , <z, pelles d’un 
quelconque des centres des cùnês circonscrits ; d’après le der- 
nier problème , le plan de la courbe de contact de ce cône et de 

la surface aura pour équation 
* 

uazzl -j- a pyy -f- 2cxx' -f- d (x -f- x') = o. 

Pour que ce plan passe par le point donné , il faut qae son équa- 
tion soit satisfaite quand on y remplace x, y, z par a,C, y; ce 
, qui donne . • 

aa*z -f- a bZy -f- acyx' -f- d(a -J- x') — 0 ^ 1 ). 

Cette équation, ne renfermant de variables que les coordonnées 
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d’un point quelconque du lieu cherche, est l’équation même de 
ce lieu. 

D’après la forme de cette équation, on voit facilement que 
ce lieu n’est autre chose que le plan de la courbe de contact du 
cône circonscrit à la surface donnée , et ayant son centre au 
point donné. 

Si l’on supposait que le point « , S, y , s’éloignât à l’infini sqr 
une droite fixe ayant pour équations x =ms + n > y > 

le plan mobile serait constamment parallèle à cette droite, et 
l’on prévoit facilement que le lieu serait le plan de.la courbe de 
contact de la surface donnée et du .cylindre parallèle a la droite 
fixe. C’est ceque l’on déduira de l’ équation (i), en divisant tops 

ses termes par y, puis faisant «t, infinis, et supposant - — m, ' 

O , , . . 

- = b; on trouvera ainsi ’ 

Y ... 

aaz + abny -{• acmx + dm ■=. o. , 

*»• 

Qn serait parvenu directement au même résultat en expri- 
mant que le plan mobile est parallèle à une droite fixe. 

i4 e Problème. Par une droite donnée , on mène un plan 
quelconque qui coupe une surface donnée du second degré , et 
l’on demande le lieu des centres des cônes circonscrits à cette 
surface suivant les diverses courbes dans lesquelles elle est 
coupée par te plan mobile. 

Soient les équations de la surfaefc et de la droite données 

*f- by* ex* «f- c£jc— o 

*T ». t l 

ch . xz=zmz-\-n, y — pz -zz. q. 

L’équation du plan de la courbe de contact du cène , dont 
les coordonnées du centre sont x' , y' ,z' , sera 

lazz -f- a byy' -f. a exx' -j- d (x -f- x') = o. 

Pour qu’il contienne la droite donnée, on aura les depx 
équations . r , 

aaa'if- acnu/-+- zbny'f- dm = o, (2cn+«/)x'4- uhqÿf- dnxzo , 
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qui , ayant lieu entre les coordonnées d’un quelconque des 
centres des cônes circonscrits , représenteront le lieu cherché ; 
ccs équations étant du premier degré , le lieu est une ligne 
droite. 

Il est facile de juger que si l’on prend un point fixe quel- 
conque sur la droite donnée, et qu’on cherche le lieu des centres 
des cônes circonscrits à la surface , et dont les plans de contact 
passent par ce point, ce lieu contiendra celui que nous venons 
de déterminer dans le problème actuel ; d’où il résulte que si 
l’on fait la même construction pour tous les points de la droite 
fixe, tous les plans qu’on obtiendra passeront par une même 
droite. Les deux équations que nous avons trouvées pour déter- 
miner cette droite représentent les lieux que l’on obtiendrait en 
supposant successivement que le plan mobile fut parallèle à la 
droite fixe, ou passât constamment par le point où elle perce le 
plan scy. Ces équations sont aussi celles de la droite qui joint les , 
points de contact des plans tangens à la sur/ace, menés par la 
droite donnée. 

Si la droite donnée s’éloigne à l’infini en restant parallèle à 
■un plan fixe , le plan mobile sera alors parallèle à ce dernier, et 
le lieu cherché sera la droite qui joindra les points de contact 
des plans tangens h la surface et parallèles au plan fixe. C’est 
ce que l’on trouverait facilement par un calcul semblable aux 
précédons. 

1 5* Problèbcp. Trouver le lieu des centres des sphères tan- 
gentes à trois sphères données. 

Considérant d’abord les centres des sphères tangentes H deux 
des sphères données , on aura pour lieu une surface de révolu- 
tion autour de la ligne qui joint leurs centres. On aura la courbe 
génératrice en faisant une section par ua plan passant par cette 
ligne , ce qui ramènera à un problème de Géométrie plane, et 
donnera une courbe du second degré à centre. Or, dans le mouve- 
ment de révolution de cette courbe , chacune de ses deux direc- 
trices engendrera un plan perpendiculaire h l’axe , et qui jouira 
de la propriété que les distances d’un point quelconque de la 
surface à ce plan et au foyer homologue , qui est un des centres 
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des deux sphèreo , seront dans un rapport constant. lien serait 
de même pour le lieu des centres des sphères tangentes à l’une 
de ces deux sphères et à la troisième , et l’on aurait une seconde 
surface de révolution engendrée par une courbe du second 
degré à centre, ayant un foyer commun avec la première. 
Considérons Maintenant les deux plans engendrés par les di- 
rectrices de ces deux surfaces qui correspondent au foyer com- 
mun. Si» l’on prend un point quelconque de la courbe cherchée, 
qui est l’intersection des deux surfaces de révolution, qu’on ap- 
pelle d sa distance au foyer commun , et p , p', ses distances aux 
deux plans directeurs, on aura les proportions suivantes, dans 
lesquelles les seconds rapports sont connus, 

d lp V. m : n, 

• p' l d II m l tï ; 

d’où l*bn tire 

p' I p :: mm : nn. 

s « 

Les perpendiculaires abaissées sur les deux plans étant dÆs 
un rapport connu , la courbe^herchée sera située dans un plan 
qui passera par leur droite d’intersection, et se déterminera 
* facilement. Connaissant l’équation de ce plan , et la joignant à 
l’une de celles des surfaces de révolution , on aura les équations 
de la courbe cherchée. 

Nous laissons anx élèves le soin de faire ces calculs , qui ne 
sauraient offrir de difficultés ; ils discuteront toutes les posi- 
tions relatives des sphères , et supposeront qu’elles se réduisent 
successivement à des plans : il suffira pour cela de supposer 
qu’un de leurs points restant fixe , le centre s’éloigne à l’infini 
dans la direction constante du rayon mené par ce point fixe. 

Quant au lieu des points de contact de la sphère mobile avec 
chacune des trois aufres , on trouvera pour chaque sphère un 
petit cercle perpendiculaire au plan des trois centres fixes. 

’i6* Proiilème. Trouver l'Équation de la surface engendrée 
par une droite qui s'appuie sur deux droites fixes , en faisant 
avec Vune déliés un angle constant, dont la tangente est n. 

Soit a la plus courte distance des deux droites données , m la 
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tangente de leur angle. Prenons leur commune perpendicu- 
laire pour axe des z; pour axe des x celle des deux droites avec 
laquelle la génératrice fait un angle constant , et pour axe des^‘ 
une perpendiculaire aux deux premières. 

Les équations de la seconde droite donnée seront 

* s I 

z — a , y = mx . . 

Celles de la droite mobile assujettie à couper l'axe des x 
seront 

( 1 ). . ,x = Rs -f-A, yaK't 

Eliminant x,y, z entre ces quatre équations, on aura la 
condition , pour que la génératrice coupe la seconde droite 
donnée; l’équation résultante sera 

(a) . . . Kc -f- h = 

m 

Enfui, le cosinus de l’angle que fait la génératrice -avec l’axe 

* * K 

des x étant exprimé par , op aura, d’après les 

conditions données , l’ équation suivante 

' > • 

(3)... ■ = — ï — . 

V/i-f-Ro+R'* i + 'C 

Éliminant K , R' et h, entre les équations (î), (a) , (3) , on 
obtiendra l’équation du lieu cberclié, qui sera , toute réduction 
faite , 

• (4) . . . (a — «)* = n a (ay — mxz)\ 

On observera que n n’entiant qu’au second degré dans celte 
équation, la surface qu’elle représente contiendra toutes les 
droites qui rencontreraient les deux droites données , en faisant 
avec L’axe desx l’angle obtus supplément du premier. 

Si la génératrice était perpendiculaire sur la droite fixe, on 
aurait oo ; divisant d’abord l’équation (4) par n% et 

supposant ensuite n= oo , on trouvera . ,• 

. ay —■ mx z = o ; • 


I 
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ce qui donne nn paraboloïde liyperboliqne, comme on «levait s’y 
attendre , puisque la génératrice se trouve alors parallèle à un 
plan fixe perpendiculaire à l’axe des x. 

Si les deux droites données étaient perpendiculaires entre 
elles , m serait infini , et l*équation (4) divisée par m 2 se rédui- 
rait alors à 

• '(**+>*) (* — Ù T — Ti'x'z 1 -, 

' . , . » 

et si l’on supposait en même temps n =’co , elle deviendrait 
Æ a a*=s o, . équation qui donne le plan XY et le plan YZ; ce 
que l’on pouvait facilement prévoir. 

Enfin , si l’on avait a — o , les deux droites données se 
couperaient à l’origine , et l’équation de la surface deviendrait 

(t*+/)i‘=sV, 

et se décomposerait en a* = o et z 2 +_y a = n a x\ La pre- 
mière donne le plan même des deux droites qui , en effet , peut 
être engendré par une droite qui se mouverait en faisant avec 
la première un angle Constant , et en les rencontrant toutes les 
«leux. La seconde équation s* + y’ = n*x* représente un 
cône droit ayant pour axe l’axe des x et pour angle au centre 
l’angle donné. C’est encore ce q#e l’on pouvait facilement pré- 
voir ; car tourtes les génératrices de ce cône rencontreront les 
deux droites données , puisqu’elles passent toutes par l’Origine , 
et , de plus , elles feront avec l’axe des x l’angle donné. 

Ttiéonèiix. Si l'on projette une aire plane sur trois plans 
rectangulaires , et qu'on projette ensuite ces trois aires sur le 
plan de la première , la somme de c'es trois nouvelles projections 
sera égale à Taire de la figure primitive. 

• Soit m l’aire de la figure donnée , et et , C , y les angles qtlc sdn 
plan fait avec les trois plans rectangulaires; les projections sur 
ces plans auront respectivement pour expressions 

m cos«, mcosC, m cos y. 

Les projetant de nouveau sur le promier plan , on. obtiendra 
pour expressions des nouvelles aires 

m cos 2 a. , m cos a C / m cos 2 y , 
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et ces trois quantités ajoutées outre elles donnent m, puisqu’on 
a la relation connue cos 1 a. -f- cos’ C + cos 1 y = î. 

Si l’on traite ces trois nouvelles ligures connue la première, 
chacune fournira trois nouvelles projections sur le meme plan , 
et généralement si l’on répète cette. opération m fois, on aura 
sur le plan donné un nombre de ligures marqué par 3'",. et 
dont la somme sera toujours égale à l’aire de la ligure donnée. 

Théorème. Si l'on, projette une Jigure plane sur trois 
plans coordonnés rectangulaires , la somme des cônes qui au- 
ront pour bases ces projections et pour sommet commun un 
point quelconque du plan de la Jigure sera égale au cône 
ayant son sommet à l’origine et pour base la figure donnée. 

Soient a, b , c les cônes donnés des points où le plan de la 
figure coupe les axes , l’équation de ce plan sera 



Désignons par m l’aire de la figure et par p Ip perpendicu- 
laire abaissée de l’origine sur son plan j l’équation précédente 


étant multipl 

m 

, 3a 


Hw + TP* v-*-ÏÏP — ’ 

3a X + 36 >< - y+ 3c X 3 " 


Or P-, - sont les cosinus des angles que le plan donné fait 


avec les plans rectangulaires -, et par conséquent ^ , ^r- , 

sont les projections de la figure donnée sur ces mêmes plans . 
de plus x, y , z sont les perpendiculaires abaissées d’un point 
quelconque du plan sur ces trois projections. Le premieç 
membre de la dernière équation représente donc la somme al- 
gébrique de trois cônes ayant leurs sommets au point x, y , z 
du plan, et pour bases les projections de la figure donnée. De 
plus le second membre est évidemment l’expression du volume 
d’un cône ayant son sommet à l’origine et pour base la figure 
donnée; ce qui démontre le théorème annoncé. 

. La composition des signes des quantités a, b, c,x,y, z,mon-« 
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trcra dans chaque cas si les cônes doivent être ajoutés ou retrau» 
chcs. ■ 

Si l'on projette de nouveau les trois premières projections sur 
le p’an donné, on aura trois aires dont la somme sera égale à 
celle de la première figure ; et par conséquent les cônes dont elles 
seraient les bases, et qui auraient leur sommet à l’origine, don- 
neraient encore pour somme Si l’on traite chacune de ces 
trois aires comme la première , on obtiendra g cônes dont la 

somme algébrique sera ; et généralement cette somme sera tou- 
ô 

jours la même pour les projections de l’ordre m qui fourniront 
un nombre de cônes marqué par 3 ra . 


Problèmes proposés aux concours des Collèges 
royaux de Paris. 

x er Problème. Les deux côtés AE, AF [ftg. 1 58) d'un angle 
plan EAF étant supposés fixes et coupés par une droite mo- 
bile BC; trouver la courbe que décrit le centre de gravité G du 
triangle ABC , quand la droite BG se meut de telle sorte, que la 
suiface du triangle ABC reste constante. 

Choisissons pour axes des y et des x , les côtés AE, AF de 
l’angle A que nous désignerons -par C. Soient aussi x', y les 
distancés variables AC, AB, et ttv 1 le double du carré auquel 
la surface du triangle ABC doit être constamment égale. On 
sait que 

• ' ABC = - x' y' sin Q = - m *. 

a J a 

Mais en désignant par x et)> les coordonnées du centre de 
gravité G du triangle ABC , on aura 

. x'=3x, y’ — Zy. 

Portant ces valeurs dans l’équation précédente, il en résultera 
celle du lieu demandé qui est 


g sin C ’ 
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_ Cette équation appartient à une hyperbole qui devient équi- 
latèrc quand l’angle C est droit. Les axes en sont les asymptotes ; 
et si m* est nul , la courbe se réduira au système de ses deux’axes. 

a e Problème. {Fig. i5g ). Étant donné un quadrilatère 
AGFH dont les quatre cotés ne sont pas situés dans un même 
plan, on demande : 

i°. L'équation de la surface décrite par une droite ED, qui 
dans son mouvement couperait toujours proportionnellement les 
deux côtés opposés AH , GF, de manière que dans chaque posi- 
tion de la droite génératrice on eût la proportion 

ae : eii :: gd : df. 


u°- L'équation de la surface engendrée par le mouvement 
dune seconde droite BC, qui couperait proportionnellement les 
deux autres côtés du même quadrilatère , de sortes qu’on eût la 
proportion. 

ab : bg :: ch : cf. 


3°. On demande si les deux surfaces sont différentes. 

Je prends les deux côtés AG, A1I du quadrilatère pour axej 
des x et des z ; par la ligne AG, je' fais passer un plan paral- 
lèle a Fn , auquel , d’après un théorème connu de Géométrie , 
F.Dsera parallèle dans toutes ses positions. De rnêipe , par AH, 
je mène un plan parallèle à FG , et auquel BC restera parallèle 
pendant son mouvement. Ces ‘deux plans se couperont suivant 
une droite que je prends pour axe des_y. 


Les équations dè FG sont x — m , y,~ > 

Celles de FH sont z—n, ' y =s ax. 


La condition, pour que cesligncs se coupent, établit entre les 
coelEciens m, n, b, a, la relation 



Cela posé , la génératrice DE étant parallèle au plan x y , ses 
équations sont 


y = ax, z=zG. 


) 
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Si l’on exprime que celte droite s’appuie Sur le côté GF du 
quadrilatère , on trouvera l’équation de condition 

bC = etm, 

Ce ta étant constantes pour tous les points d’une même géné- 
ratrice, et variables, d’une position à l’autre de la génératrice. On 
aura donc un résultat commun à toutes les positions de la géné- 
ratrice, et par suite l’équation de la surface demandée, si l’on 

y 

remplace C et a. par leurs valeurs z et -, Ce qui donne 

37 

\ 

, , b 

* *■ • • . r 

On trouvera de même que la surface engendrée par BC a pour 
équation la relation (2). 

Par conséquent les deux surfaces coïncident. 

Il suit de là que les deux génératrices DE , CB ,sc coupent ; ce 
qui démontre une proposition exposée dans le Traité de Géo- 
métrie de M. Le Gendre (Prop. 16, liv. V ). 

Reprenons l’équation (2); en y faisant ^ —p, elle sc réduit à 
(3)...zx=py. 


On voit d’abord que la surface passe par l’origine. On obtien- 
dra l’inte*rsection de cette surface par le plan des xy , eu fai- 
sant a = o; ce qui donne y = o, et laisse x arbitraire; cette 
intersection est donc l’axe des x. 

On trouvera aussi que l’axe des z est l’intersection de la 
surface et du plan zy.' 

Maintenant, coupons la surface par une suite de plans 'paral- 
lèles au plan xy , l’équation générale de ces plans est z = <t, et 


celle des sections est y = - x. D’où l’on Voit que ces sections 


sont des lignes droites , donc les projections sur le plan xy pas- 
sent par l’origine. 

La symétrie de l'équation de la surface par rapport aux va- 
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fiables z et X , montre que ses intersections par des plans pa- 
rallèles au plan yz , sont également (les droites dont les projec- 
tions sur ce plan passent par 1 origine. 

Considérons la variable y qui n’entre pas de la même manière 
dans l’équation (3) delà surface, et faisons^ —G. L’équation (5) 
se change en zx—pC ; elle appartient sous cette forme à une 
suite d’hyperboles situées dans des plans parallèles aux zx , 
dont la position dépend du signe de C. Quand C= o, l’intersec- 
tion se réduit au système des axes z et x. 

Pour achever de découvrir les diverses courbures de la surface, 
nous allons la couper par des plans tournant autour de chacun 

des axes coordonnés. , . 

Nous ferons d’almrd passer un plan par l’axe des x ; son équa- 
tion , qui est la même que celle de sa trace sur zx , sera_y= kz. 

Éliminant^ entre cette équation et celle de la surlacc , il vient, 
pour la projection des points communs sur xz , l’équation 

z ( x pk)z=o, qui se divise en a = o et x = pk. C’est l’axe 

des x d’une part, et une parallèle à l’axe des z de l’autre. 

On trouverait de même., en considérant des plans tournant 
autour de l’axe des z , que leurs points communs avec la surface 
se projettent sur zx suivant l’axe des z et des parallèles à 1 axe 

des x. ' 

Enfin si l’on mène un plan par l’aie des y, sa trace sur zx 

aura pour équation z=k'x\ la combinant avec celle de la sur- 
face , par l’élimination de z , on aura k'x> = py. Ces projections 
sont des paraboles , quel que soit k'. 

11 serait facile de reconnaître que les courbes projetées sont 

elles-mêmes des paraboles. * 

Cette surface est celle qu’on nomme pafaboloide hyperbolique, 
y Problème. Les trois arêtes d’un angle solide A (fig. 160) 
étant supposées fixes et coupées par un plan mobile BDC , trou- 
ver Téquation de la air face courbe que décrit le centre de gra- 
vité de la pyramide comprise entre les faces de l’angle solide et 
le plan dont il s'agit, quand ce plan se meut- de manière que le 
volume de la pyramide reste toujours le même. 

Nous prenErons les arêtes AC, AD, AB, de 1 angle so.ide A 


> 
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pour les axes des x, des y et «des z; d’où il suit que scs faces se- 
ront les plans coordonnés. Nous désignerons par x\ y',*', les 
distances AC, AD, AB, du sommet de l’angle au plan mobile 
BCD considéré dans une de ses positions. Cela posé, le volume 
de la pyramide BACD est égal à DAC X g BP ; BP étant La per- 
• pendiculaire abaissée du point B sur la jace DAC. L’aire du 
triangle DAC est représentée par £ x'y' s : n », (<* désigne l’angle 
connu DAC). 

Le triangle rectangle BAP, dont l’angle A est l’inclinaison 
donnée de l’arête AB sur le plan DAC, va servir à déterminer 
BP. En effet, soit S l’angle BAP; on a 

1 ! s' ü sin C ; BP ; d’où BP = z sin C. 


Portant ces valeurs de DAC et de BP dans l’expression du 
volume de la pyramide , et prenant j m 3 pour la constante à 
laquelle ce solide doit toujours être égal, on aura 

x’y z sin * sin S = m 3 . 


Il ne reste plus qu’à exprimer les variables x r , y', z' en fonc- 
tion des coordonnées x,y , 2 du centre de gravité G de la pyra- 
mide. Or, on sait que yLH=4GH ; d’où l’on voit, au moyen de 
triangles faciles à construire, que 

z' = 4 z , y' — 4y y x' — 4x. 

Substituant dans l’équation ci-dessus , elle devient 


4 (0 . . . xyz 64si n <*sin£' 

C’est l’équation du lieu géométrique décrit par le centre de 
gravité de la pyramide. Il est aisé de voir que cette surface est 
asymptote aux trois plans de l’angle solide A. Si on la coupe par 
des plans parallèles aux plans coordonnés, par exemple pur 
un plan parallèle à celui des xy dont l’équation est z=a , la 
projection de l’intersection sur ce dernier plan sera 


*y- 


64 a sin « sin C 


a 5 


* 


i 
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équation qui appartient à une hyperbole ayant pour asymptotes 
les axes des x et tles y. 

11 en sera de même par rapport à toutes les sections faites 
dans la surface par des plans parallèles aux xz et aux yz-, ce qui 
permet de la considérer comme une sorte d'hyperbo laide du 
troisième ordre. Cette surface est composée de quatre nappes * 
indéfinies qui occupent chacune l’un des huit angles trièdres 
formés autour du sommet A de la pyramide par les plans des 
Coordonnées. Mais on remarquera que les diverses nappes ne 
détendent pas dans les angles opposés par le sommet. Ces pro- 
priétés sont une conséquence de l’équaticn de la surface dont 
la forme étant xyz — P, exige que les variables soient toutes 
trois positives, ou que l’une soit positive et les deux autres néga- 
tives. Ces quatre combinaisons de signes répondent aux quatre 
nappes, et les fixent dans des angles trièdres tels , qu’aucuns ne 
sont opposés par le sommet. 

Lorsque l’angle solide A est rectangulaire, on a sin «=sin C=i , 
et Féquation de la surface se réduit à 



Si m = o , l’équation correspondante xyz = o est satisfaite par 
les trois plans coordonnés. 

4 e Problème. Etant données une sphère et trois droites dans 
l’espace, mener un plan tangent à la sphère qui fasse des angles 
égaux avec ces droites. 

Soient AB, CD, EF ( Jig .• 161) les trois droites, et OGMH 
la sphère donnée. Nous prendrons la première de ces lignes 
pour axe des Z, et la perpendiculaire AO menée du centre de 
la sphère pour celui des x. L’axe des sera élevé par le point A 
perpendiculairement au plan ZAX. 

Les équations des droites AB, CD, EF, rapportées à ce sys- 
tème d’axes seront 

f x = o 1 r x = as -f- « 1 f x — a'z -}- *' 1 

\y*=b'z+Ci’ 


t 


* 
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faisant A Oz=p, îa sphère dont le rayon est R. aura pour ' 
équation 

{x— P y +y+ a a =R*. 

Enfin, le plan tangent cherché RS aura pour équation 
1 Ar -f- Bj + s — D. 

Il s’agit de déterminer les coefficiens -A , B , D en fonction des 
constantes qui entrent dans les équations des trois droites et 
dans celle de la sphère. Pour cela, nous calculerons les sinus des 
angles que font les trois droites avec le^nlan RS. On trouye pour 
1# sinus de l’angle que fait AB avec le plan RS, 

,.i 

V / Â a + B r + = i > 

et pour les sinus des angles formés par CD et EF avec le 
plan RS, 

Aa - f- B b -j- i A a -f- B/>' -4- i 

V i+a*+6» v/T+ah-b 1 ’ Vr+^+^yT+^W’ 

Egalant l’expression du premier sinus à celles des deux au- 
tres, on aura deux équations qui serviront à déterminer A et B. 
Ces équations sont 

• « 

i ___ A a + BA -f* i 

V / Â i 4-B a + i ]/i -+-a a + 6 1 l/i +A”+ B a ' 

i_ A a ' -f B b' 4 - i • 

t/A a + B a +i _ [/, '+o' a +4'* \77+ A a +T*' 

On en tire 

i'(l/a a 4-Z> a 4- î — i) — i(v/â' a -fè' a 4 - 1 — i) 

~ ab' — ba' » 

r _ a (v / ° ,; ‘+^ a + * — 0— p , (v / g* + &•+ » — O 

ab' — ba! <■' 

25.. 
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Ces râleurs portées dans l’équation du plan exprimeraient 
qu’il fait des angles égaux avec les trois droites. Si le coefficient 
D reste encore indéterminé, c’est que tout plan parallèle à HS 
rencontrerait les droites sous les mêmes angles. 

Riais la valeur de D se déduira de la condition que le plan RS 
soit^angent à la sphère. A cet effet , abaissons le rayon OM per- 
pendiculairement sur le plan RS, les équations de OM seront 

» ' T. ' 

x = Az -f- p et y = B 4 . 

Le point M où ce rayon coupe la sphère a pour coordonnées 

♦ • • 

AR BR R « 

y/ A *+B a +’i ~*~ P ’ V/A‘-f-B*+.i ’ * _ V / A* + 

Ces valeurs portées dans l’équation du plan conduiront à 
‘D = ± R ( A* 4- B* -f 1 ) -f Ap. 

L’équation générale des plans tangens qui répondent aux con- 
ditions du problème est donc 

Ax + Bjr -f- 4 = ±: R (A a 4- B‘ 4 . 1 ) -f Ap 

À et B devant être remplacés par leurs valeurs c Wessus calculées. 

Si l’on combine le double signe des deux radicaux carres qui 
entrent dans les formules, on voit que A et B sont susceptibles 
de quatre valeurs, et que chacun de ces couples donne deux 
plans tangens parallèles; ainsi le problème. a huit solutions. 

On aura l’angle formé avec les trois droites par les plans non 
parallèles, en portant les valeurs conjuguées de A et B dans 
l’expression du sinus de cet angle qui est 

1 » 

• , v / A’*4ii*4 1 

Le calcul de la substitution ne présentant aucune simplifica- 
tion importante, nous nous dispenserons de le rapporter, ainsi 
que d’examiner ce qui arrive quand les droites données sont 
parallèles toutes trois ou perpendiculaires entre elles, et géné- 
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râlement quand leurs positions respectives modifient les formules 
qui font connaître A et B. Les élèves pourront entreprendre 
cette discussion. , , 

5 e ProbiA Un cercle étant donné dans un plan horizon- 
tal, on demàtide, i°. de faire voir que si l’on coupe un cône 
droit dont le cercle soit la base , par une suite de plans verticaux 
et parallèles entre eux, les sections résultantes seront des hy- 
perboles qui auront leurs asymptotes parallèles ; a®, de trouver 
sut la verticale élevée par le centre du cercle, le point où il faut 
placer le sommet du cône pour que les hyperboles soient équi- 
latères. 

Je place l’origine des coordonnées au sommet du cône, je 
prends sou axe pour axe des z , et le plan des sy parallèle à 
celui du cercle donné. Dans cette position , l’équation du cône 

rapporté à des axes rectangulaires est * 

• ‘ 

* * 
a représentant le rayon du cercle, et c la hauteur du cône- 

Observons maintenant que la surface étant symétrique par 
rapport à l’axe déjà, tout plan vertical, quelle que soit sa po- 
sition, donnera meme intersection à distance égale de-l'origine. 
11 suilit donc de considérer les plans coupans dans une direction 
particulière. Nous les prendrons parallèles au plan dos yz ; alors 
Ils ont pour, équation x — m, et toutes les intersections se pro- 
jetteront dans leur véritable grandeur sur ce plan. L’élimination 
de X donne l’équation 



qui représente une hyperbole, pour toutes valeurs de m. Les 
asymptotes communes à cette suite d’hyperboles ont pour équa- 
tion 



Résultat indépendant de ni , et qui caractérise les deux généra*’ 
trices du cône situées dans le plan yz. Il suit de là, 
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i°. Que tous les plans verticaux parallèles au planyz coupent 
le cône suivant «les hyperboles qui ont leurs asymptotes paral- 
lèles aux deux génératrices opposées du cône placées dans le plan 
des y-s. ' • '* --gÉB 

2 °. Que chacune de ces hyperboles a son centresur l’axe des x. 
D’après ce qui précède , on serait conduit à des résultats sem- 
blables pour toute autre direction des plans verticaux parallèles. 
Cherchons enfin quel est le sommet qui rendra les hyper- 
boles équilatères. On sait que le caractère de cette classe de 
courbes du second degré est d’avoir ses asymptotes rectangu- 
laires. Cette condition donne ax=c, c’est-à-dire que la hau- 
teur du cône doit être égale au rayon de sa base. 

6 e Problème. Trouver l'équation de la surface engendrée 
par une parabole tournant autour de son axe, et déterminer la 
position que doit avoir cet axe pour que l'intersection de la sur* 
face par un plan quelconque donne un cercle pour projection 
sur un plan donné. 

Prenons le plan des x et y parallèle au plan donné , et l’ori- 
gine au sommet de la parabole. * 

Cela posé, les équations de l’axe de la parabole seront 


x — mz , 


’ — nz. 


Celle d’un plan quelconque perpendiculaire à cette droite sera 
z -(- mx -j- ny = es. 

Le point d’intersection de ce plan avec Faxe aura pour coor- 
données 

' * 

* nu ma 


1 -f~ -f- n‘ ’ J i + 77T* + 71* * . x -f- 771“ -f- n“ ’ 

r *’ 

et si l’on nomme d la distance de ce point à l’origine, on aura 

* , 

, U 

' d — -r — - -- 

_ . y i -j- m‘ -J- 

Nommant p la perpendiculaire abaissce du point où le plan 
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coupe la parabole- sur» l’axe de la parabole, on devra avoir 
(i) ... p % — oad , 

a a étant le paramètre donné de la parabole. 

Calculant p qui est la distance de deux points dont on a l’ex- 
pression des coordonnées, et substituant dans l’équation (i) les 
valeurs de p et d en fonction de «, puis remettant, au lieu de a, 
sa valeur z-f- mx + ny, on aura l’équation du lieu qui sera 

♦ 

+m 3 ) +X’(i+n a ) — s HZ} 1 — 2mz.r — amnxy 
= a o(z -f- mx -f- ny) {/ i -J- m a -f* *“• 

Soit maintenant l’équation d’un plan quelconque 
• s = Ax ■+- By -f- C ; 

pour avoir la projection de son intersection avec la surface, sur 
le plan xy ou sur tout autre plan parallèle, il suflira d’éliminer 
z entre son équation et celle de la surface. On pourra même 
pour plus de simplicité supposer C=o, parce que toutes les 
sections parallèles dans les surfaces du second degré sont sem- 
blables. Substituant donc Ax-f-By à z dans l’équation de la sur- 
face , il faudra, pour que l’équation résultante soit celle d’un 
cercle , que le coefficient de xy soit nul , et que les coefficiens de 
x* et y* soient égaux ; ce qui donne les deux conditions 

AB(m a -f- n“) — An — Bm — mn = o , 
i —|— n*-f- A a (m a + b 5 ) — qbjA = 1 + m a »+- n “) — 2nB. 

Or, la première ne peut être satisfaite, quels que soient A et B, 
que si l’on a m = o, n = o, et dans ce cas, la seconde le sera 
aussi identiquement. 

Il résulte de là que l’axe de la parabole doit être perpendicu- 
laire au plan sur lequel on projette les sections planes de la 
surface, et de plus que cette condition est suffisante. L’équation 
de la surface se réduit alors à 

• x a +y a =aaz. 

On pourrait facilement démontrer à prjpri par la Géométrie 
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simple, que la projection d’une section.plane quelconque d’un 
paraboluïde de révol utiou sur le plan tangent au sommet est un - 
cercle. « 

7“ Problème. On donne déposition le rayon dune sphère, 
et l'on propose de démontrer qu'un plan quelconque perpendi- 
culaire à ce rayon , coupe suivant un cercle tout cône qui a son 
sommet à l'extrémité du rayon et pour base un cercle de la 
sphère. ( 

Nous placerons l’origine des coordonnées rectangulaires an 
sommet A (j%. îfia) du cône, le plan des xy sera parallèle au 
petit cercle de la sphère qui sert de base au cône, et celui des 
ZfX passera par le centre de la sphère. 

L’équation du petit cercle DKE est # 

(x — a ) 2 +y 2 = d 2 , z = c, 

*■ • t 

a représentant l’abscisse du centre de la sphère, d le rayon BD 
et c la distance BO. 

Une droite, tournant autour du point fixe A en s’appuyant 
constamment sur la circonférence DKE, engendrera une sur- 
lbce conique dont l’équation sera (*) 

* 

(i)... (ex — azy -f c'y 2 = d‘z 2 . 

Pour exprimer que ce cône est inscrit dans la sphère, il faut 
remplacer d par une fonction du rayon B. de la sphère. 

Le triangle BCE donne BE = CE*— BÇ* 

D’ailleurs BC = BO — OC. 

Désignant OC par b, il vient . 

d 2 =R 2 — (c — by. 

Substituant dans (1) , on aura pour l’équation du cône inscrit, 

(a) . . . (ex — az y d'y 2 ~ z 2 [R“ — (c — ô)*]. 


{ ) Voyet 1 Application de l’AIgcbrc h la Géométrie, ikRrynaud, 


Digitized by Googl 



( 3ÿï ) 

Il reste à couper ce cône par un plan perpendiculaire au rayon 
CA , et à reconnaître la nature de l’intersection. 

L’équation du rayon CA , qui est dirigé dans le plan des zx 
en passant par l’origine est 

a 

. \ x = -z. 

Celle du plan qui lui sera perpendiculaire en un point quel- 
conque I sera 

x:=_^+P, 

' a 

y restant arbitraire. Maintenant soit M un point de l’intersec- 
tion du cône par le plan perpendiculaire z K'y , et proposons- 
nous de rapporter tous ces points aux deux coordonnées rectan- 
gulaires AV, A' y' prises dans le plan coupant. A cet effet, nous 
observerons que le point M satisfait à l’équation du cône inscrit; 
par conséquent , si l’on exprime ses coordonnées 

AQ = x, PQ = y , PM = z, „ . 

s * 

au moyen de A'R = y' et RM = z', 

? 

Ou aura, par la substitution des valeurs de x,y , z en fonction 
dey et de z! dans (a) , l’équation de l’intersection. Or> bn a évi- 
v demment PQ = A'R ou • y -y'- < % 

Le triangle MRP donne PR ou A'Q = MR cos MRP ; 

• < f 

mais A'Q = AA' — AQ = P — x, 

et l’angle MRP est égal à l’angle z'A'A dont la tangente trigo- 

, . a 

iiometrique est -. Donc 

b b . *. 

R' » 


cos MRP = 


Ainsi 


ÿ a* -f- b* 

n hz ' ' ** T , n 

P— x = -jr ou X = — + P, 
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Enfin , le même triangle MRP donne 

• MP = MR sin MRP ; donc z = 


R 


Portant ce» valeurs de x, y, a dans l’équation ( 2 ), elle donnera 
pour l’équation de l’intersection du cône par le plan a' A'y' 


• Il reste à reconnaître que le lieu de cette équation est un 
cercle , ce qui sera vérifié si les cocfliciens de_y' J et de a' 1 , lorsque 
■ces termes auront été transportés dans le premier membre de 
l’équation , sont égaux et de même signe. A cet effet, nous ordon- 
nerons par rapport aux variables. Ce calcul conduit à 

c’Ry-f- { (6c-f-a a ) a — o a [R a — (c — £)’] }s'“ — acPR(èc -f- a')z 
4-c a P a R*=o. * 

Développant lecoefficienl de s'*, on peut l’écrire ainsi 

c’(a* -f i») + a»(o 4 -f 6 S ) — c’R*. 


Observant que a 5 -f- b a = R% il se réduit à # c'R’, qui est aussi le 
coefficient de y'*. Donc l’intersection est un cercle; et comme ce 
résultat est le même pour toute valeur de P, il s’ensuit que la 
section faite dans un cône inscrit à une sphère par un plan quel- 
conque perpendiculaire au rayon qui passe par le sommet, est 
constamment un cercle. 

8 e Problème. Etant donné un cône droit dans lequel le 
rayon de la base est le tiers de l'apothème , si l’on prend sur la 
surface du cône un point situé à la distance a du sommet , et 
que de ce point , compte centre , avec une ouverture de compas 
égale à r y on trace sur la surface du cône une courbe , laquelle 
pourrait être considérée comme l’intersection de cette surface 
aveccelle de la sphère qui a son centre au point donné, et don t le 
rayon est r. Si ensuite on développe la surface con vexe du cône en 
une surfaceplanc, laquelle sera un secteur circulaire, dont r angle 
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est j d'angle droit , on demande F équation de la courbe tracée 
sur la surface du cône , et devenue plane par le développement 
de cette même surface en un secteur plan. L'équation de la 
courbeétant trouvée en général pour toutes les valeurs de r et 
de a , on fera a = 3 , r = 2 , et on déterminera pour ce cas 
particulier la figure exacte de la courbe , en la traçant dans 
toute son étendue. 

On examinera de plus si la courbe est décrite tout entière 
par le compas qui tourne autour du point donné, ou s il n y a 
qu'une partie de la courbe décrite pür ce procédé , et quelle est 
cette partie. m _ . . 

* Concevons le cône et la splière décr^^ du point donné A 
(fi g. ! 63) et supposons un plan horizontal IIB qui coupe ces deuS 
surfaces , respectivement suivant un cercle que nous projeterons 
sur la hase du cône. Joignons enlin leurs centres et un de leurs 
points d’intersection , nous formerons ainsi un triangle El G. 

Cela posé, il est claiiupac le plan méndien passant par le 
point F contiendra les points de la courbe situés à la hauteur 
Il B , ou , ce qu^ est la même chose , à la distance SB du sommet 
et que , par conséquent , l’un de ces points se trouverait sur la 
génératrice passant par le point I», qui, dans le développement, 
fera avec la génératrice SK un angle qui aura pour mesure un 
arc égal en longueur à LK , décrit du rayon SK ; mais l’angle 
EGF a pour mesure le même arc décrit d’un rayon trois fois 
moindre , il est donc triple du précédent; en sorte que l’équa- 
tion polaire de la courbe que l’on cherche ne dépend que 
d’une relation entre SB = o et EGF ~ôu. O. - ,' le triangle 
EGF donne 

a a — —a 

EG-fGF — EF 


cos EGF = 


2 EG X GF 


EGF = 3u , 


EG = isA=4n 

2 3 


GF= V3 S0= r> 


EF — r 1 — BC == r* — AB + AC = r* — (a — v) 1 
+ ^ (a — vf = r*— ? (a — v) 1 ; 


f. 
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• #• 
7 


COS 3i* : 


a* + v % — $r a + 8 (a — i»)* 


201 / 


ou 


cos 


j.=' I _s[-£=.(î=on i 

sL av J 


telle est l’équation polaire de la courbe, en comptant les angles 
à partir de la génératrice qui passe par le point donné , et les 
rayons vecteurs , à partir du sommet du cône. 

Si dans cette équation on fait a — 3 , r=a, on trouve 


oos 3 u. 


d’où 


r-!C 


5/4 — (3 — *>) 


•> 


8 + cos I / ; 75 — : — 7 ÿ 5" . * 

v = — dt „ k » 9 + co s*3ix +i6 cos 3u. 

J •) 

■ • ,, •, 

Sous la première forme, l’équation nous montre, à cause 
des trois valeurs de u correspondant^ à une valeur de cos 3u, 

que si l’on partage la circonférence en trois secteurs de - 

d’angle droit chacun , la courbe sera symétrique dans chacun 
de ces secteurs ; en sorte qu’il suffira de voir sa forme entre les 
lignes PB , PB'; biais CB, sur laquelle on compte les angles , 
partageant BPB' en deux parties égales, la meme forme d’équa- 
tion fait voir que la portion de 1a courbe comprise entre ces 
deux droites, sera Symétrique au-dessus et au-dessous de PC ; 
en sorte qu’il suffit de la discuter dans l’angle BPC ; c’est-à-dire 
depuis cos3u = — i , jusqu’à cos 3« — ■+■ î ; les valëurs de v 
correspondantes sont : 




7±5 


}4 *= 3 ± ’î-; 


or^, en prenant le signe positif pour le radical , on voit fa- 
cilement que cos 3 il augmentant depuis — i jusqu’à 4- i, 
v augmente depuis 3 jusqu’à 5 ; doue la combe aura à peu 
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pros la forme EC, si PE = 3 , P = 5» Il y aura une autre 

* r . 5 

branche (ce) séparée de la premiè^, pour laquelle Pe=-, 

Pc = i'; car il est facile de prouver qu’il n’existe pas de 
courbe entre le point e et le point E ; pour cela faisons v=3 — <5’' 
dans la première équation , J 1 étant moindre que Ee, et par con- 
séquent moindre que a , nous aurons 

I — d* 


-*■— KÊS)' 


3 ^4 m 

or , - f — j J est positif, si <1 < a; et il faudra que l’on 

- ïG=$)< 2 , ou au plus égal ; de là on tire ^ 

4 5 * 

ou égal ; d’où v < 3 — - <C ^ , ou au plus égal , quand. . ; „• 

cos 3uzx= — j , c’est-à-dire sur le rayon PB. 

Enfin la génération de la courbe fait voir que la «plus grande 
valeur du rayon vecteur PC est 3 + 2 , et que la plus petite 
Pc = 3 — 2 ; donc si on achève la courbe dans les autres an- 
gles où elle est symétrique, et que l’on décrive quatre cercles 
du centre P, avec les rayons 5 , 3 , î la courbe sera tout en- 
tière comprise dans le cercle PC qu’elle touchera aux points 
C, F # L; elle se composera de deux courbes distinctes, l’une 
comprise entre ce premier cercle et le cercle PE qu’elle tou- 
chera aux points E , N , I ; i’autre comprise entre les cercles 
décrits du rayon Pc qu’elle touchera aux points c, g , /, et du 
rayon Pe qu’elle touchera aux points e, n , il n’y aura rien 
dans le cercle Pc, rien entre les cercles Pe , PE. 

On voit que le cône développé ne fournira que le secteur 
BPB'; en sorte que le compas n’aura décrit que la courbe com- 
prise dans cet espace , ou le tiers de la courbe entière. ' 
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Théorèmes à démontrer. ' * 

? l . . ’ 

_ i ton décrit une circonférence d'un 

diamètre quelconque dont le centre d sait celui du cercle inscrit 
dans le triangle ABC, la somme des carrés des distances des 
sommets A , B , C, à un point quelconque m de cette circonfé- 
rence, multipliés respectivement parles côtés BC, AC, AB op- 
posés aux sommets A, B, t, sera toujours la même, queJ que 
soit le point que l’on prenne sur la circonférence. C'est-à-dire 

que la somme des solides MA X BC, MB X AC, MC X AB, 
sera la même pour tous les points de la circonférence men- 
tionnée. ‘ 

Il est visible que l’on peut, dans cet énoncé, remplacer les 
cdtés BC, At, AB par les sinus des angles A, B, C. 

Il existe, pour la pyramide triangulaire, une proposition 
analogue. 

r TnÉonibat. {Ci g- 165). Soient , ABCDE un polygone quel- 
conque inscrit dans un cercle , FGH1K un polygone circonscrit 
dont les côtés touchent la circonférence aux sommets A, B, C, 
D , E du premier polygone ; si l’on décrit avec un rayon arbi- 
traire une nouvelle circonférence qui ait le même centre que la 
première, la somme des carrés des distances des sommets A, B, 
C, D , E à un point quelconque m de cette circonférence, giulti- 
pliés respectivement par les tangentes Kl, KF, FG, GH , HI , 
sera toujours la même. Cest-à-dire que la somme des solides 

MÂ“x Kl , MB X KF, MC X FG, MD X GH*, MË“x IH , est 
constante. 

Si le polygone ABCDE était régulier, les tangentes Kl, KF, 
FG, etc., seraient égales, et ce serait alors la somme des carrés 

_a — a »■ — -a » — a a 

MA , MB , MC , MD , ME, qui resterait constante. Ce cas parti- 
culier est déjà consigné dans la Géométrie de position. 

Théorème. Dans tout polygone, plan ou gauche, la somme 
des carrés des droites qui joignent deux à deux les points mi- 
lieux tant des côtés que des diagonales , est le huitième de la 
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«o mme des carrés de ces cotés et diagonales , multipliée par le 
produit des deux nombres que Fort forme en retranchatit suc - 
cessivement 1 et a du nombre des sommets de ce polygone. 
C’est-à-dire que si l’on désigpe par n le nombre des sommets 
du polygone , par D la somme des carrés tant des côtés que des 
diagonales , par d la somme des carrés des droites , qui joignent 
deux à deux les points milieux, tant des côtés que des diago- 
nales, on aura toujours 


d=- s an 


i ) (n — 2 ) D. 


Dans le cas d’un triangle, n = 3, et la formule donne 

dz=\ D. 

4 

3 

Si n = 4, on trouve t/ = - D; ainsi , dans un quadrilatère, 

la Somme des carrés des quinze droites qui joignent deux à 

' 3 

deux les milieux tant des côtés que des diagonales, égale les - 

des carres de ces côtés et diagonales. 

Nota.^VI. Carnot a donné (Géométrie de position, pages 33i 

et 33a) la formule d=:~(n — a)D, mais M. Carnot s’est 

trompé. Cela devient évident lorsqu’on suit les calculs qui l’ont 
conduit à ce résultat ; d’ailleurs , en appliquant sa formule au 

quadrilatère, on trouve d = -D, tandis qu’on devrait trou* 


ver 


d = 2 D , 


comme il est facile de s’eu assurer. 


FIN. 


C078r>5’ 
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